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Resume. - On definit, pour un gemie d'ensemble sous-analytique, deux nouvelles suites finies 
d'invariants numeriques. La premiere a pour termes les localisations des courbures de Lipschitz-Killing 
classiques, la seconde est I'equivalent reel des caracteristiques evanescentes complexes introduites par M. 
Kashiwara. On montre que chaque terme d'une de ces suites est combinaison lineaire des termes de I'autre, 
puis on relie ces invariants a la geometric des discriminants des projections du germe sur des plans de 
toutcs les dimensions. II apparait alors que ces invariants sont continus le long de strates de Verdier d'unc 
stratification sous-analytique d'un fermc. 

Abstbaot. - For germs of subanalytic sets, we define two finite sequences of new numerical invariants. 
The first one is obtained by localizing the classical Lipschitz-Killing curvatures, the second one is the real 
analogue of the evanescent characteristics introduced by M. Kashiwara. We show that each invariant of one 
sequence is a linear combination of the invariants of the other sequence. We then connect our invariants to 
the geometry of the discriminants of all dimension. Finally we prove that these invariants arc continuous 
along Verdier strata of a closed subanalytic set. 



0. Introduction 

Designons par X un ensemble sous-analytique de M" et pour y G X, notons Xy le 
germe de X en y puis d sa dimension. 

Dans [Co2] il est prouve que la fonction densite locale y i-^ Qd{Xy) (la localisation du 
volume) est une fonction continue le long de strates de Verdier ou meme (6*)-regulieres 
de X (voir [Val], [Va2] pour une preuve du caractere lipschitzien de la densite le long 
de strates de Verdier et pour la continuite le long de strates de Whitney). II s'agissait 
dans [Co2] de ramener I'etude de la densite a celle d'un invariant ad{Xy) associe aux 
discriminants des projections du germe Xy sur des plans de dimension d, via une formule 
du type Cauchy-Crofton localisee egalant Qd{Xy) et ad{Xy) ([Col], [Co2] Theoremes 1.10 
et 1.16). Ce type de resultats reliant le comportement d'un invariant et la geometric des 
discriminants s'inscrit dans le programme de I'equisingularite inaugure par Zariski pour 
les ensembles algebriques complexes (Voir [Zal,2,3,4]). La condition geometrique portant 
sur les discrimants (d — l)-dimensionnels qui assure la continuite de la densite le long d'une 
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strate Y est que ceux-ci aient le long de Y un cone normal dent la dimension des fibres 
soit majoree par la dimension generique, ie rf — dim(y) — 1. II est prouve dans [Co2], 
Proposition 3.7, que ccttc condition est satisfaite le long dc stratcs de Verdier. Dans le 
cadre analytique complexe densite locale et multiplicite coincident ([Dra]), de meme que 
conditions de Whitney et de Verdier ([He-Mel], [Te2]). Ce faisant, le resultat de [Co2] 
etend a la geometrie reelle celui de [Hil] selon lequel la condition de Whitney assure 
1 ' equimultiplicit e . 

Dans le present article, nous ctcndons I'etudc faitc dans [Co2] a toutcs Ics dimensions 
de projection : nous presentons ici des invariants polaires et de courbures dont le 
comportement traduit la geometrie des discriminants de Xy associes a des projections 
sur des plans de dimension i, pour < i < d. Pour cela, d'une part nous considerons le 
volume comme le dernier invariant de la suite : 

A4X) = {Ao{X) = x{X),---,MX)) 

des courbures de Lipschitz-KiUing de X. L'egalite Ad{X) = Vold{X) etant la formule de 
Cauchy-Crofton classique. La localisation en y de A*(X) permet alors de definir une suite 
de nouveaux invariants attaches au germe Xy : 

A'nXy) = (A^(X,) = 1, . . .,A'r{Xy) = QdiXy)). 

Nous appelons ces invariants les courbures de Lipschitz-KiUing locales. D'autre part la 
definition de I'invariant ad{Xy) se generalise a toutes les dimensions, ce qui donne lieu a 
la suite des invariants polaires : 

a.{Xy) = {ao{Xy) = l,---,a4Xy)). 

L'egalite aci{Xy) = A^°{Xy){= Qci{Xy)) est la formule de Cauchy-Crofton locale de [Co2]. 
Celle-ci pose la question de la dependance des termes d'une des deux suites A^"" et cr* en 
fonction des termes de I'autre. Cette possibilite est notamment appuyee par le probleme 
pose dans [Gr-Sc] (Probleme 14 ou [Sc-McMu] 14.3) consistant a se demander si le theoreme 
de Hadwiger possede un analogue en geometrie convexe spherique. En effet, si pour un 
convexe K de la sphere unite S*"^^ on note K le cone de sommet supportc par K, 
les suites cr, et A^°^ dcfinisscnt les valuations K <t^{Ko) ct K i-^ Al°''{Ko) sur les 
convexes spheriques. Celles-ci sont continues relativement a la metrique de Hausdorff et 
invariantes sous les rotations de la sphere. Dans le cas euclidien il est connu depuis [Had] 
(voir aussi [Kl]) que les valuations sur les convexes de R" continues et invariantes sous 
les isometrics forment un espace vectoriel de dimension n + 1 dont une base est la famille 
A*. Le probleme toujours en suspens (resolu seulement pour n < 3) pose dans [Gr-Sc] est 
celui de la validitc (d'une formulation equivalente) de ce theoreme de finitude dans le cas 
spherique. La solution positive de ce probleme aurait pour consequence immediate que 
les invariants de la suite A^"^ sont des combinaisons lineaires de ceux de cr* . 

Dans cette direction, pour Xy un germe d'ensemble sous-analytique quelconque, 
nous montrons que chaque element d'une des suites de Al°''{Xy) ou at,{Xy) est en effet 
combinaison lineaire (a coefficients universcls) des elements de I'autrc. Plus prcciscment 
(Theoreme 3.1) il existe une matrice triangulaire superieure A4 n'ayant que des 1 sur sa 
diagonale, telle que : 

Af'= = A1-CT*. 
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Puisque la derniere ligne de cette egalite matricielle redonne la formule de Cauchy-Crofton 
locale @d = ad, on peut voir A^"'^ = • cr* comme une formule de Cauchy-Crofton locale 
multi-dimensionnelle. 

Pour une presentation plus large des questions liees aux valuations definies sur les 
convexes ainsi que pour le calcul des coefficients de la matrice Ad, nous renvoyons le 
lecteur a I'appendice. 

En tant que moyenne, sur les projections generiques, d'integrales (relativement a la 

densite locale) dc fonctions constructibles sur les projctcs dc Xy, les tcrmcs dc la suite 
cr*(Xj,) sont les analogues reels des caracteristiques evanescentes introduites dans le cadre 
analytique complexe par M. Kashiwara dans [Kal] et etudiees dans [Dul] , [Du2] , [Br-Du- 
Ka], [Lc-Tcl,2,3] (voir aussi [Mo]). Dans le cas des hypersurfaces a singularite isolcc 11 
s'agit (a coefficients pres) de la suite /z* des nombres de Milnor des sections planes de Xy. 
II est montre dans [Br-Sp] que pour une famille analytique d'hypersurfaces analytiques 
complexes {Xy)y^c a singularite isolee et verifiant la condition de Whitney le long de I'axe 
des parametres y, la suite /i, est constante. Dans le cas general, et non plus seulement 
dans celui des hypersurfaces, d'apres [Du2], [Le-Tel,3], chaque terme de la suite a^{Xy) 
des invariants polaires complexes est combinaison lineaire des elements de la suite fh^{Xy) 
des multiplicitcs des varictes polaires de Xy. Cos dcrnieres etant constantes le long de 
strates de Whitney ([He-Mel], [Na2], [Te2]), la suite ^^{Xy) est elle-meme constante le 
long de strates de Whitney d'un ensemble analytique complexe. 

Nous donnons ici la version reelle de ce resultat (Theoremes 4.9 et 4.10), en montrant 
que le long d'une strate de Verdier Y d'un ensemble sous-analytique ferme X, I'application 
Y 3 y ^ cr*(Xy) est continue, gcncralisant a toutcs les dimensions la contimiitc, prouvce 
dans [Co2], de la seule fonction Y 3 y ^ a^^Xy). En particulier, chaque courbure 
localisee Af"'' etant combinaison lineaire des invariants aj , nous en deduisons la continuite 
de y I— > Al'"'{Xy) le long des strates Y d'une stratification de Verdier de X. 

Notons que bien qu'en geometric complexe il y ait equivalence entre la Constance des 
caracteristiques evanescentes le long d'une strate et le fait que celle-ci soit une strate d'une 
stratification de Whitney, on ne peut esperer une telle reciproque en geometric reelle. Par 
exemple dans si Y est I'axe Oy et si X est le semi-algebrique suivant (une fronce le 
long de I'axe Oy, pincee sur I'axe Oz) : 

X = {{x, y, z) G M^; yz^ = - ^z^x, z > 0}, 

avec les notations de la Definition 2.8 on verifie que : 

- Vy e y, (7i{Xy) = 1. Ceci est clair pour y ^Q. Mais pour y = on observe, suivant 
les notations du Theoreme 2.8, que pour des projections generiques sur des droites P de 

(celles telles que Oz (/_ P^), np = 2, xf = = 1 et ei(/Cf ) = ei(/C^) = 1/2. 
C'est-a-dire que ai{Xo) = 1. 

-Vy gY, (j2{Xy) — Q2{Xy) = 1/2. Encore une fois ceci est clair pour y 0, puisque 
dans ce cas Xy est une hypersurface a bord de bord Oy. Pour y = 0, on calcule &2{Xo) 
en calculant la 2-densite des composantes du cone tangent pur de Xq affectes de leur 
multiplicite. On obtient e2(Xo) = 1/2.1/2 + 1/2.1/2 + 3.0 = 1/2 (cf [Ku-Ra]). 

Les suites Al°'' et a* sont par consequent continues (et meme constantes) le long de 
Y, sans pour autant que X'''^^ soit (w) ou (6)-regulier le long de Y, puisque pas meme (a)- 
regulier. Notons de plus que sur cet exemple les discriminants generaux (de dimension 1) 
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ne satisfont pas la condition geometrique du Theoreme 4.9, dont on montre qu'elle sufSt 
a la continuite de nos invariants locaux. 

Contenu. Get article s'organise de la fagon suivante : 

Dans la Section 1, nous montrons comment les courbures de Lipschitz-Killing Aj(X) 
d'un ensemble X definissable dans une structure o-minimale sur les reels se localisent en 
dcs invariants Af'"'(X,;) attaches au germc de X cn x. Nons traitons cxplicitcmcnt Ic 
cas des ensembles sous-analytiques a I'aide du theoreme d'isotopie de Thom-Mather, ce 
qui n'est pas restrictif puisque les ensembles definissables dans une structure o-minimale 
sur (M, +,.) admcttcnt des stratifications dc Whitney ([Lo], [Sh] par example), mais on 
pourrait aussi bicn invoquer le theoreme dc decomposition cellulairc ([Dri], [Pi-St], [Kn- 
Pi-St]), dont les consequences en termes de finitude uniforme suffisent pour nos preuves. 

Dans la Section 2, nous definissons les invariants polaires ai{Xx) (Section 2-a). II s'agit 
csscnticllement de remarqucr que les directions dc projection generales ne rcncontrent pas 
les varietes polaires du germe X^ qu'elles definissent (Proposition 2.2), pas plus que les 
lieux critiques du link de X^ associes a ces projections (Proposition 2.6). Nous interpretons 
ensuite (Section 2-b) les invariants cTj dans le cas analytique complexe et nous rappelons 
que leur Constance le long des strates d'une stratification equivaut a la (6)-regularite de 
celle-ci (Theoreme 2.12). 

Dans la Section 3, nous montrons le Theoreme 3.1 evoque en introduction, c'est-a-dire 
I'existcncc d'unc matrice triangulairc A4 telle que : A^°^ = A4 ■ a^. Nous commencons 
par montrer cette egalite pour les ensembles definissables (sous-analytiques dans le texte) 
coniques (Section 3-a) en utilisant les techniques de calcul de [Br-Ku] . Nous montrons que 
dans le cas conique A^°'^{Xx) et ai{Xx) sont des combinaisons lineaires des courbures de 
Lipschitz-Killing Aj{L) du link L = X Ci S(^x,i) de X. Le cas general (Section 3-b) s'en 
deduit par deformation tranverse sur le cone tangent. 

Dans la Section 4, nous etablissons un lien entre la variation de A^"'^ et ct, le long 
d'une strate d'une stratification de X et la regularite de cette stratification : la (u>)- 
regularite assure la continuite des invariants polaires. Pour cela nous montrons dans un 
premier temps comment la condition (6*) permet de calculer ai{Xx), pour x au voisinage 
de et le long d'une strate, a I'aide, pour chaque direction de projection gcncrique, 
d'un bon representant du seul germe Xq en (Proposition 4.4). Au passage, I'existence 
de tels bons voisinages assure immediatement dans le cas complexe la Constance des 
caracteristiques evanesccntes le long de strates de Whitney (Corollaire 4.5) et ce sans 
mentionner la Constance des multiplicites des varietes polaires et la formule qui les rclie 
aux caracteristiques evanescentes (voir [Du2], [Le-Te3]). Dans un second temps, et en 
s'appuyant sur I'existence de bons voisinages, nous montrons qu'une condition sufRsant a la 
continuite des invariants polaires reels a-i portc sur le controle de la dimension des fibres dcs 
cones normaux aux discriminants (Theoreme 4.9) ; il s'agit de la version geometrique de 
I'equimuliplicite des varietes polaires et des discriminants, encore pertinente en geometric 
rcclle, et Ic Theoreme 4.10 montre que ccitte condition est en geometric reelle une 
consequence dc la (ui)-regularite, comme c'est dcja le cas en complexe. 

Notations. Nous noterons B(^x r) ou au besoin i?^ la boule fermee de centre x 
et de rayon r dans R", S^~^-^ sa frontiere, 7i* la mcsure i-dimensionnelle de Hausdorff, 

Oii = '^*(-B(o 1))' ^^^^ convention ao = 1, Cl = — ^py pour deux entiers < i < j, 
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X la caracteristique d'Euler Poincare, 1b la fonction caracteristique d'un sous-ensemble 
E de M", e{X,x) la multiplicite en x d'un ensemble analytique complexe X, (!?„(R) le 
groupe orthogonal dc R", C/„(C) le groupe unitaire de C", G{i,n) la grassmannicnnc dcs 
i-plans vectoriels de R", G{i,n) la grassmannienne des i-plans afRnes de M", G{i,n) la 
grassmannienne des i-plans vectoriels (complexes) de C", 7i,„ la mesure unitaire naturelle 
sur G{i,n), ji^n la mesure naturelle sur G{i,n), et pour P un i-plan de M" ou C", wp la 
projection orthogonale sur P. 
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1. Invariants de Lipschitz-Killing locaux 

Dans ccttc partic nous montrons comment Ics proprictcs dc finitudc uniformc locale 
des ensembles sous-analytiques (ou plus largement des ensembles definissables dans une 
structure o-minimale [Dr-Mi], [Sh]) pcrmettent de localiser les courbures de Lipschitz- 
Killing. Nous mentionnons [Be-Br2], Section 5, pour une notion comparable de localisation 
dcs courbures dc Lipschitz-Killing : Ics localisations dc [Bc-Br2] sont dcs combinaisons 
lineaires des notres, comme cela est indique dans [Be-Br2]. Nous rappelons auparavant 
les definitions et proprietes essentielles de ces courbures. Sur ce sujet nous renvoyons sans 
plus Ic rcpctcr dans la suite, entre autres references a [Be-Brl,2], [Bl], [Br-Ku], [Ch-Mii-Sc], 
[Fe3], [Ful,---, 5], [Lal,3], [Laf], [McMu-Sc], [Sc3,4], [Stl,2], [We]. 

Considerons X un ensemble sous-analytique compact de M" et notons, pour r un 
reel > 0, Tr{X) le voisinage tubulaire de rayon r de X, c'est-a-dire : 

Tr{X) = 1^ -B(a;,r)- 

xex 

Nous definissons alors la quantite Vx {r) de la fagon suivante : 

Vx{t)= I x{Xf^B(,^,))d7e{x). 

JxeTr{X) 
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Bien sur, lorsque X est lisse et pour r suffisament petit : 

Vx{r)= f d7r{x)=H''{Tr{X)), 

On appelle Vxir) le volume modiGe de Tr{X). D'aprcs [Fu4], [Bc-Br2], [Br-Ku], quel que 
soit r > 0, Vxif) est un polynomc de degre n cn la variable r, quo nous notons : 

Vx{r) = K{X) + A„_i(X).ai.r + . . . + Ai(X).a„_i.r"-i + Ao(X).a„.r". 

On dispose de plus d'une formule de representation integrale pour chaque h.i{X) : 

Theoreme 1.1. — Soit X un ensemble sous-analytique borne de R". Pour tout 
i G {0, . . . , n}, on a I'egalite : 



Ai{x)= [ xixnP) 

J PeG{n-i,n) 



Ti — i ~\~ 1 i ~\~ 1 fi ~\~ 1 1 
oil P{n,i) est la constants universelle r( )r( — ^)/^{ — ^ — ^^^2^ ^ 

fonction d'Euler. 

Definition 1.2. Les quantites Ai{X) sont appeles les courbures de Lipschitz-Killing 
deX. 

Supposons que I'origine de R" soit dans X, et notons Xq le germe a I'origine que 
definit X. Nous allons montrer dans cette section (Theoreme 1.3) que Ton peut localiser 

les courbures Ai{X), en etablissant que les limites lim -A.i{X n BVq n) existent. Nous 

noterons ces limites Af°^(Xo), ct nous Ics appcUcrons les invariants dc Lipschitz-Killing 
locaux, ou les courbures de Lipschitz-Killing locales du germe Xq. Pour certaines valeurs 
de i et de d, I'existence des limites Af°^ est claire. En effet, lorsque : 

• i = : Ai{X n = x(X n = 1, pour e sufRsamment petit, du fait de la 
structure conique de Xq. De sorte que Ton peut poser Aq"'{Xo) = 1. 

• i > dim(Xo) : I'intersection X n P est generiquement vide, pour P £ G{n — i,n), 
ce qui donne : Ai{X n B^g^^j) = 0, et done Af '^(Xq) = 0. 

• i = d = dim(Xo) : I'intersection XnP est, pour P € G{n — d, n) general, un nombre 
fini de points N{P,X) = N{P,X,y), lorsque P = 7rp^(?/). On a alors : 



MxnB^,^^,)= [_ NiP,xnB^,^^^) 

JpeG{n-d,n) Pyri^ d) 

= [ I NiP,XnB^,^^,,y)dn^y) 

JpeG(d,n)JyeP P{ri,d) 



CO qui donne, d'apres la formule classique de Cauchy-Crofton pour le volume ([Fel] 5.11, 
[Fe2] 2.10.15, [Sa] 14.69) : 

Ad{X n S[*o,e)) = W"^!^ n B[*o,.)) et done 
6 



lim -^Kd{X n B?Q .) = lim -^n'^{x n B?^. 

Or d'aprcs Ic thcorcmc dc Kurdyka ct Raby ( [Ku-Ra] , [Ku-Ra-Po] ) , qui sera par consequent 
obtenu comme corollaire du Theoreme 1.3 (CoroUaire 1.4), cette limite exists bien, il s'agit 
de la d-densite du germe Xq (cf [Fe2], [Le] pour le cas analytique complexe). On la note 
traditionnellement : 

Q'^(^o) = lim^H''(XnBfo,e)). 

En resume, dans le Theoreme 1.3, en localisant les courbures de Lipschitz-Killing de 
X, nous definissons une suite finie d'invariants du germe Xq : 

(A^-(Xo) = 1, A'nXo), A'nXo) = e^iXo), 0, . . . , 0), 

dont le tcrme dc rang d est la d-densite de Xq, c'est-a-dire la localisation habituelle du 
volume d-dimensionnel A^^ = W*. 

Theoreme 1.3. — Soit X un ensemble sous- analytique de R", representant 
quelconque du gcrmc Xq. Avec les notations precedentes, quel que soit i £ {0, . . . ,n}, 
la limite suivante existe : 
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lim^^Ai(XnBfo,.))- 



Nous notons ces limites (A|°°(Xo))ig{o....,n} et nous les appelons les invariants de Lipschitz- 
Killing locaux on les courbures de Lipschitz-Killing locales du germe Xq. De plus : 



Ai"^{Xo) = 1, Ai°^{Xo) = @d{Xo), pour d = dim(Xo) et Af =(Xo) = 0, pour i > d. 



Preuve. Soit i e {0,...,n}. Commengons par deformer X sur son cone tangent 
dans un produit. Notons : 

X, = i.(XnBpo,,))cB("o,i) et [G{n-i,n)]^ = {PeG{n-i,n); P n Bfo,!) 7^ 0}. 

Le sous-analytique [G{n — de G(n — i,n) est compact. Considerons maintenant les 

sous-analytiques suivants de G = [G{n — i,n)]i x [0, 1] x B"~^^ : 

E = {(P, e, x); P e [G{n - i, n)]i, e e]0, 1], xeX^n P}, 

F = {{P,e,x); Pe[G{n-i,n)l, e e]0,l], x & B^-^^X {X, n P)}. 

On a bien sur : G = adh(£; U F). 

La projection naturelle p : G — > [G{n — i,n)]i x [0,1] est un morphisme sous- 
analytique propre. La fibre de p au-dessus de (P,0) est I'intersection CqX n P du 
cone tangent a I'origine de X et de P, autrement dit au-dessus de {P} x [0,1], p est 
la deformation de X n P sur C^X n P. 

Le morphisme j3 est stratifiable d'apres [Th], [Hal, 2], [Hi2] ou [Go-McPh] : il existe une 
stratification de Whitney sous-analj^tique S de G compatible avec E et F, une stratification 
sous-analytique S' de [G(n — i, n)]i x [0, 1], telles que la preimage par p de toute strate a' 
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de E' soit reunion de strates de S, et la restriction de p aux strates de p~^{(j') soit une 
submersion au-dessus de a' . 

Dans ces conditions le premier lommc d'isotopie de Thorn-Mather ([Th], [Ma], [Ha2]) 
assure que p est topologiquement triviale au-dessus de chaque strate a' de S', de fagon 
compatible avec E. Comme G est compact, le nombre de strates de S' est fini, et 
au-dessus de chacune d'elles, deux fibres quelconques p~^({(P, e)}), P~^({(Q,??)}) sont 
homeomorphes par un homeomorphisme respectant les fibres de p dans E et F. Or ces 
fibres dans E sont precisement n P et fl Q; leur caracteristique d'Euler-Poincare est 
ainsi la meme. 

- On cn conclut que la famillc d'cnticrs ixi^e^P)) pe[G(n-i,n)]i.ee\':i.i\ est unc famillc finic. 
De plus, pour P fixe dans [G{n — i,n)\\, le segment {P} x [0, 1] rencontre chaque strate 
de E' un nombre fini de fois. 

- On cn conclut que la fonction ]0, 1] 9 e — > xi^e H P) € Z converge. 

Pour terminer la preuve remarquons que par homogeneite de Aj, on a : 



I3{n,i) 



1a,(x n B^o.e)) = 7 / n P("o,,) n p) '^^™(^) 

£ e JpeG(n-i,n) 

= [_ x(^.np)%^^, 

J Pe[Gin-i,n)]i P{n,i) 



or on vicnt dc voir que la famillc do fonctions ( [G{n — i,n)]i 3 P — > xi^t H P) 

■ f-e]o,i] 

est dominee par une fonction bornee et converge simplement. Le theoreme de convergence 
dominee permet de conclure. D 

Le resultat de [Ku-Ra] devient ainsi un corollaire du theoreme precedent (voir [Li] 
pour la premiere mise en ceuvre de la formulc dc Crofton dans la preuve de I'existence de 
la densite en tout point d'un ensemble semi-pfafiien). 

Corollaire 1.4. — Soit X un ensemble sous-analytiquc de dimension d dans M". 
La densite d-dimensionnelle de X en tout point de M" existe. 

Preuve. On applique le Theoreme 1.3, avec i = d, en remarquant d'apres la formule 
de Cauchy-Crofton pour le volume, que Ad{X P^q^^)) = W^iX P"o,e))- 1^ 

2. Les invariants polaires ai{Xo) 

2-a. Les invariants polaires reels 

Comme precedemment X est un ensemble sous-analytiquc dc M" qui contient I'origine 
et qui represente le germe Xq de dimension d. Si P est un i-plan vectoriel de M", nous 
identifierons au besoin 7rp(0) et 0. Notons qu'il n'est pas sur que la projection de Xq sur 
un i-plan vectoriel P dc R" soit bicn dcfinic; c'cst-a-dirc que Ic gcrmc cn du projctc dc 
X n P"q sur P n'cst pcut-ctrc pas indcpcndant dc r. II suffit dc pcnscr par cxcmple 
a I'eclatement X de de centre I'origine, projete suivant la direction P^ = P^(IR.) : si 
P? ^^ est une boule de centree en un point x de I'axe P-"- de I'helice X, la projection 
sur P de X n B^^ n'est pas independante de r. Cependant cette situation n'est pas 
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generique; on peut definir, pour des projections generales wp sur des i-plans vectoriels P 
de R", le projete du germe Xq, c'est I'objet de la Proposition 2.4. 

Definition 2.1. Soit X un ensemble sous-analytique de M" de dimension d, 
i S {0, ...n} et P e G{i,n). On note VxiP) la variete polaire de X associee a P. 
II s'agit de I'ensemble des points critiques de 7rp| -^j-eg : X'^'^^ — > P. C'est-a-dire que lorsque 

i<d: 

Vx{P) = adh{x e dim(T^X"s n P^) > d - z + 1}, 

et lorsque d < i, Vx{P) = adh(X). Nous noterons T>x{P) I'image de Vx{P) par la 
projection ttp qui determine Vx{P) et nous dirons que VxiP) est I'image polaire de X 
associee a P. 

Nous rappelons maintenant le resultat qui stipule que les varietes polaires sont 
transverses aux directions auxqucUcs cllcs sont associees, ce qui nous permettra de definir 
les germes [np{X Ci B^^ ^^)) ^ et (X'jcnSj'jj )(-'^))o independamment de r > (Propositions 
2.4 et 2.5). 

Proposition 2.2. (Transversalite pour les varietes polaires absolues) — 
Avec les notations de la definition precedente, il existe un ouvert sous-analytique dense 
!Fx C G{i,n) tel que quel que soit P e .F^, il existe un voisinage ouvert U deO dans R" 
tel que : 

{UnVx{P)nP^)\{Q} = <D. 



Preuve. On procede par recurrence sur i. Lorsque i > d, on peut poser : 
J^x = {P ^ G{i,n)]P-^ n CaX — {0}}, qui est bien dense (cf par exemple [Co2], 
Lemme 1.4). Soit zq < d et supposons montree I'existence de pour io < j < d. 
Soit P e J-^x- hypothese, il existe un voisinage ouvert U de dans M" tel que : 
{U n Vx{P) n P-L) \ {0} = 0. Soit e unc droitc (gcnerale) de P ne coupant pas VxiP), 
dans un voisinage U' de dans P. On en deduit que U fl TTp^{U') fl (£ © P-^) ne coupe pas 
VxiP)- En notant P' = {£® P-L)-L et en remarquant que Vx{P') C VxiP), on obtient: 

{U n 7rpi(W') n Vx{P') n P'^) \ {0} = 0, 

ce qui termine la preuve, puisque dim(P') = io — 1- D 

On peut maintenant prouver que I'image d'un germe est encore un germe pour des 
projections generiques. 

Soit X un ensemble sous-analytique borne de M" dont I'adherence contient I'origine 

et soient i € {0, . . . ,n}, (X-')jg{o,- -,fe} une stratification sous-analytique finie de adli(X), 

sans condition de regularite particuliere. Rappelons que d'apres la Proposition 2.2 et avec 

fe 

les notations de celle-ci, quel que soit P dans I'ouvert sous-analytique dense P| T^xs de 

i=o 

G{i, n), quel que soit j € {0, • • • , A:}, il existe rp > tel que : (S(o rr) ^ Px^ {P) n P^) \ 
{O} = 0. 
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k 

Notation. Dans la suite on notera £x pour J-'^-^j . Get ensemble est associe a une 

j=o 

stratification de adh(X), que Ton pourra choisir selon la situation. On precisera, quand 
cela sera ncccssairc, la stratification a laqucllc est attache. 

Proposition 2.4. (Projections sans eclatement) — Soit X un ensemble sous- 
analytique borne de K" dont I'adherence contient Porigine et i e {0, . . . ,n}. Avec les 
notations qui precedent, quel que soit P dans Vouvert sous-analytique dense £x de G{i, n), 
pour tout r e]0, rp], il existe s > veriEant : 

B(0,s) n 7rp(X n B(o,r)) = -B(0,s) ri 7rp(X n B(o,rp)). 

Autrement dit, une projection generique de Xq sur un i-plan de G{i, n) deEnit bien un 
germe dans Pq ■ 

Remarque. La preuve qui suit montre en realite que des que U est un voisinage 
de dans K" tcl que pour tout j e {0, • • • , k}, {U r\ P^ (^ Vxj (-P)) \ {0} = 0, le germe 
7rp(W n X) est bien defini. 

Preuve. Soit i € {0, . . . ,n} et P € G{i,n). S'il existe r g]0, rp[ tcl que quel que 
soit s > 0, -6(0, s) n TTp{X n i?(o,rp)) 7^ -S(o,s) l~l 7rp(X n 5(0, r))) on obticnt une suite 
de points (x^^gN dans X telle que, si = np{xg), r < \\x(\\ < rp, lim y'g = 0, et 

i—>oo 

TTp^iiUg}) n B^Qr) ~ ^- Quitte a extraire une sous-suite de (a;^)^£N, on peut supposer 

que (a;p^£N converge vers Xr S ^P""" fl adh(X) n ^^^^ \ int(S(o,r)). II existe alors un 

indice j G {0, . . . , A;} pour lequel X^ contient Xr- Maintenant, si P est dans £xi^ pour 
tout X G X^ n P-"- n P^ ^pj, T^X^ est transverse a P-"-. Dans ce cas : 

- Soit i > dim(X-'), et P-"- et X^ ne se coupent pas dans P(o,rp), ce qui contredit 
I'existence de Xr- 

- Soit i < dim(X-' ), et tout un voisinage de x dans X^ se projete sur tout un voisinage 
de dans P. Si X est ferme, X^ C adh(X) = X, done tout un voisinage de x dans X se 
projete sur tout un voisinage de dans P. Ce qui contredit I'existence de la suite (xp^gN- 

Si X n'cst pas ferme, apres avoir prouve que le projete du germe de P*^ = adli(X) 
definit bien un germe, pour une projection generique, on applique le momc raisonncmcnt 

a Pi = adli(adli(X) \ X), puis a P^ = adli^X^ \ (adli(X) \ X)^ etc... Les projctcs 

generiques de chacun des germes de ces fermes definissent bien des germes. II en est alors 
alors de meme du germe de X. D 

Proposition 2.5. — Soit X un ensemble sous-analytique deM." contenant I'origine, 
i G {0, . . . ,n} et £x C G{i,n) I'ouvert sous-analytique dense introduit ci-dessus et relatif 
a une stratification (X-')jg{o, •••,*;} de adh{X). Quels que soient P £ £x> f €]0, rp], il existe 
s > veriBant : 

Vi e {0, • • • , k}, P(|,,,) n i?x.nBp„ {P) = i?ro,.) n i^x^hb-^^^^ {P), 

autrement dit pour des projections generales de G{i,n), les images polaires du germe Xq 
sont bien deSnies. 
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Preuve. D'apres la Proposition 2.4, la condition (^(o,^^.) n Vxi{P) n P^) \ {0} = 
assure la conclusion de la Proposition 2.5. d 

Proposition 2.6. Soient X un ensemble sous-analytique ferme de M" contenant 

rorigine, i G {0,...,n} et P G ou £^x ^^'t rclatif a unc stratiGcation (a)-reguliere 
{X^)j(z[o,---,k} X- 11 existe alors r'p > 0, tel que quel que soit r £]0,r'p], quel que soit 

oil U^, = ^("oy/) n est le link de dans S'^'^y 

Preuve. Soit p > tel que <S'(o,p') soit transverse aux strates de (X-')jg|o, •■■,*:}> des 
que < p' < p. Avec les notations precedentes, soit r g]0, min(p, rp)[. Commengons 

par remarquer que quelle que soit la strata X^ , ccllc-ci est transverse a T:p^{T:p{x)) = 
Trp{x) + P-*- en x, pour x dans S(0, r), pourvu que Trp{x) soit sufRsamment proche de 0. 
Ceci resulte de la (a)-regularite de la stratification (X-')jg{o, -.fe} > du fait que X est ferme et 

du fait quo nc coupe pas Vxi (P) dans ^(O, r). Raisonnons par I'absurdc pour prouver 
la Proposition 2.6 : si £ adh(2?ir ,{P)), il existe unc suite (.xp^gN de >S'(o,r) H X-' telle 
que Tajr-L^, = Tx]:S(ct.r) nT^j^X^ et P^ sont non transverses et lim Trp{x^) = 0. Comme 

7Tp{x'^) + P^ est transverse en x^ a X^ , on en deduit que : T^^^X^ n P^ C T^rS^^Q^^)- Une 
sous-suite de (aj^^gN converge vers un point x'^ de <S'(o,r) <~^X, qui est dans une state et 
a nouvcau par la condition (a), on a : Txr-X"^r\P'^ C S(Q ^^x^^^y En faisant niaintcnant 
varier r, on en deduit une suite non constante contenue dans une strate X™, de 

limite et telle que : 

TxpX^nP-^ C Ta;^6'(0,||j;p||). 

Mais comme P-^ et X™ sont transverses dans S(o,rp)> on a : 

T,^{X^ n P^) = T.^x™ n c T,,5(o,iix,ii)- 

Or X™ n P^ est un sous-analytique de dimension ^ dont I'adhcrence conticnt 0, 
I'inclusion Txp{X™- fl P-"-) C T^XpS(^o^\ixp\\) est done en contradiction avec le lemme de 
Whitney. □ 

Remarque. La preuve montre que Ton pent prendre r'p de sorte qu'en tout point x 
de B{0,r'p), Tx{X"^ n P-"-) et la direction x ne sont pas orthogonaux, quelle que soit la 
strate X™. 

Nous rasscmblons maintenant en un thcorcmc les diverses propositions etablics, et 
nous introduisons comme dans [Co2] le discriminant local Axo(P), les profils polaires 
locaux ICf, et les caracteristiques Xg du germe Xq, associes a une projection generale 
TTp, pour P S G{i,n) et i e {0,...,n}. L'introduction de ces objets et la formule 
de representation integrale pour les courbures de Lipschitz-Killing locales A|°°(Xo) que 
allons demontrer (Theoreme 3.1), nous permet de ramener Fetude du comportement 
des courbures Af°^(Xo) a la geometrie des discriminants Axo(P*), • • • , AxolP**), (avec 
P^-.-jP'' generaux dans respectivement G{i,ri), . . . ,G{d,n)) qui est bien comprise le 
long de strates de Vcrdier (cf Thcorcmc 4.10). 

Theoreme 2.7. — Soit X un ensemble sous-analytique ferme et borne de M" de 
dimension d contenant I'origine et (X-')jg jo,...,fc} une stratiGcation de Whitney de X. Soit 
i G {0,...,n}. 
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Avec Ics notations qui precedent la Proposition 2.4, quel que soit P dans I'ouvert sous- 

k 

analytique dense £x = G{i,n) : 

(i) Quel que soit r > sufEsamcnt petit, quel que soit j G {0, . . . , k}, le germe 

k 

[DxinBv-„ , (-P)]o est independant de r, on note Axo (-P) le germe [ I J X>x^nB" , {P)]o 
et on I'appelle le discriminant local de Xq associe a P. 

(a) Lc germe [ttpIXOB^^ ^^)]o\Aa'ii (-P) est bicn dcGnipourr sufEsammcnt petit. Ils'agit 
du germe d'un ouvcrt sous- analytique de P. Les germes de ses composantcs connexes 
sent notes /Cf , . . . , K,^^ et sont appeles les proBls polaires locaux (a I'origine) de Xq 
associes a P. 

(Hi) Soit p > su&samment petit pour que S'^o'pi^ soit transverse a chaque X^, lorsque 
p' g]0, p\. Notons alors, pour r g]0, p[ et pour j G {0, . . . , k}, L^j = X^ n S"^^y puis 

k 

VLr{P) = U -KpiVL- . (-P)) le discriminant du link L"- = X n S^^'^y 
j=o 

k 

Le complementaire de Vl^{P) U [J ^^x^ns" {P) dans 7rp(X flB^ est un ouvert 

3=0 

sous-analytique dense. On note chacune de ses composantes connexes K'^'^, ■ ■ ■ , K^'^ . 
Pour r sufRsamment petit, les germes des ouverts K^'^ qui adherent a sont les proSls 
polaires locaux /Cf , . . . , )C^^ de Xq. De plus a chaque K.^ on peut associer un entier 
G Z cgal a xi'^p^iv) r\ X n ^•^), cet entier ne dependant ni de r > 0, qui est 
suppose sufEsamment petit, ni de y G kJ''', pourvu que \\y\\ « r. 

Preuve. (i) results de la Proposition 2.5 et (ii) resulte de la Proposition 2.4. 
Prouvons (iii) : par la Proposition 2.6 les images polaires des U'^j associces a P n'adherent 
pas a I'origine, pour r petit, de sorte que les Kj'''^ qui adherent a I'origine n'ont pas dans 
leur bord, au voisinage de I'origine, de points communs avec les images polaires des L^c a i 
au voisinage de I'origine le bord de kJ"''^ est obtenu comme la reunion des images polaires 
des Xj. Les germes de tels kJ'''" donnent done les profils polaires locaux /Cf , . . . , IC^^ de 

Enfin montrons que les entiers relatifs x^'^ = x{''^p^{y)^^^B^Q r)) ^® dependent ni de 
y e kJ"'*^, ni de r, pourvu que ce dernier soit choisi petit, et que la partition . . . , X^) 
soit une stratification dc Whitney. On commence par remarquer que pour r fixe, quels 
que soient y et z dans i^f'^ , les fibres TTp^{y) Ci X D B"^ et TTp^{z) X Ci sont 
homeomorphes. II s'agit une fois de plus du premier lemme d'isotopie de Thom-Mather; 
le morphisme sous-analytique propre ttp : X D — > P fl etant stratifie par 

{X')je{o,...,k} ct (Kf-'')j^[i^,„^Np}- 

On montre cnsuitc qu'a P fixe dans f^, pour r suffisammcnt prochc de 0, I'entier 
Xj'^ associe a K^''^, oii j G {1, . . . ^np} {K.f'^ adhere a I'origine), est independant de r. 
Considerons pour cela E = {{y,r);y G adh(Kj'''^),r G [0, e]} (e > sufEsamment petit), 
F = {{x,r);Trp{x) G adh(Kj''''), a; G nX D B^^^^^r G [0,e]}, et p : F E definie par 
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p{x,r) = {np{x),r). II existe une stratification S' de F, une stratification finie S de E, 
compatible avec E' = {{y,r);y G K^'^,r e [0,e]}, qui stratifient p. Soit a une strate de 
E qui soit contenue dans E' ct qui adhere au voisinage de I'origine a tout un segment 
[0, e'] C [0, e]. Si r, r' < e' , et si {y, r) et (z, r') sont suffisamment proche de (0, r) ct (0, r') 
respectivement dans (Hf'^ x {r}) Da et (K.f'^ x {r}) fl a, les fibres p~^{y, r) et r') 
etant homeomorphes et de caracteristique d'Euler-Poincare respectivement Xj ' et ' , 
on en deduit I'independance de x^'^ relativement a r < e'. d 

Remarque. Dans le Theoreme 2.8.(iii), on peut choisir r < r'p {r'p donne par la 
Proposition 2.6) et y dans P de sorte que \\y\\ < 6, on S > minore la distance de Vl'-{P) 
a 0. 

L'introduction des profils polaires locaux {^j')je{i np} Pee' '^^^ caractcristiques 
iXj')je{i,—,np},PeS^> qui leur sont attachees nous permet de definir des invariants po- 
laires : les moyennes sur G{i,n) des densites des profils polaires locaux de Xq associes a 
P, affectes des caracteristiques locales xJ"- 

Definition 2.8. Avec les notations du Theoreme 2.8, nous definissons, pour 
i G {0, . . . , n}, des invariants polaires ai{Xo) par : 




On note cr*(Xo) la suite {ai{Xo))i^{o,-,n}- 

Notons maintenant C{X) le groupe des fonctions constructibles sur X, c'est-a-dire les 

N 

fonctions du type : cp = ^ nj ■ Ij^j , pour nj G Z, des sous-analytiqucs de X, ct pour 

Z C X et y G Y, f*{lz){y) = x{f~^{y) HZ). Si on considere le foncteur suivant de la 
categoric des ensembles sous-analytiques compacts a la categoric des groupes : 

X > C{X) 

f i If* 
Y > C{Y) 

en vcrtu du Theoreme 2.8, pour ttp une projection generale dans G{i,n), ce diagramme 
admet 1' equivalent local : 

Xo > C{Xo) 

Po ^ C(Po) 

oil pour Zq C Xq et y G P, 7rpo*(lzo)(y) = xi'^p^iu) n Z n B{0, r)), r etant suffisamment 
petit, et < \\y\\ « r. Si Ton note ensuite par 6{ip) I'integrale relativement a la 
densite locale en d'un germe (fi : Pq ^ de fonction constructible, c'est-a-dire : 
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N 

9{tp) = ^^^ij • ©(-K^o) lorsque if = ^^^j • l^j, pour des gerines d'ensembles sous- 
analytiques Kq C Pq, on obtient la formule : (Ti{Xo) = / 0(7rpp*(lxo)) dP. 

JpeG{i,n) 

La figure ci-dessous compare, pour Xq un germe de surface de R'^ et pour une 
projection ttp particuliere sur un 2-plan de M'^, ce qui est respectivement pris en compte 
dans le calcul de (72 (Xq) et A2°'^(Xo). 





Sur cet cxcmple, on a : 

- ei7rp„4lxo)) = xf • e2((i^f )o) + • Q2i{Ki)o) + xf • 02((i^r)o) et a^iXo) = 
/ ^(^Qo*(lxo)) dQ. Notons que dans le calcul de 0{'Kp^^{Ixo)), pour la projection 

sur P, Ic domaine (on gris sur le dessin) n'cst pas pris en compte, puisque seuls les 
profils polaires locaux adherents a I'origine comptent dans la definition de cTj. Ces profils 
sont ceux determines par Axo(-P). 

- En revanche dans le calcul de A|°^(Xo) le terme xf ■ '^^(^f) est pris en compte, car 
tous les domaines Kp^ interviennent dans ce calcul, y-compris ceux qui ne contiennent 

14 



pas dans leur adherence. En notant v{Trp»{lxnBo,T)) — ' ^^(-^o)' '^^ ^ '■ 

A|-(Xo) = lim ^ / viTTQ^lxnB^^ J) dQ. 

Remarques. Trivialcment, lorsque i = 0, ai{Xo) = 1 = Aq°'^{Xo) et lorsque i = n, 
ai{Xo) = &n{Xo) = Ai°%Xo). Enfin lorsque i = d = dim(Xo), a,{Xo) = &d{Xo), c'est-a- 
dire ai{Xo) = A^°'^(Xo). Cette derniere egalite, contrairement aux deiix autres n'est pas 
immediate (cf [Co2]) : 

Theoreme 2.9. (Formule de Cauchy-Crofton locale) ([Co2], Theorcmcs 1.10 
et 1.16) — Soit X un sous-ensemble sous-analytique de R" de dimension d et soient 
Q C G{d, n) un sous-ensemble sous-analytique de G(d, n) sur lequel agit transitivement un 
sous-groupe G de 0„(R) ct „ unc mcsurc G-invariante sur Q, tels que : 

- les espaces tangents a CqXo sont dans Q, 

- il existe P° € Q dont le Bxateur Gpo agit transitivement sur le d-espace vectoriel 
sous-jacent a P° et Hd,n{Q) = lJ-d,n{Q n £x) = 1- 

U egalite suivante a alors lieu : 

Jpeyntx j=i 

Dans le cas oia ^ = G{d,n) et G = C„(M), la formule donne : ad{Xo) = A^'^{Xo). 
Dans le cas ou X est analytique complexe, Q = G{d/2, n) etG = ?7„(C), la formule donne : 
ed{Xo) = e{X,0). 

Remarque 2.10. Lorsque (X-^)jg|o,- -,fc} est une stratification de Whitney de X, 
G X°, ai{Xo) = 1, lorsque i < dim(X°). En effet, soit une direction dc projection 
generale P-^ {P G £x)' transverse a X° en 0. Comme la stratification (X-')jg{o,- -,fe} est 
(a)-reguliere, wp est transverse aux strates adjacentes a X° en 0, et d'apres la Proposition 
2.6, TTp est aussi transverse aux strates du link X D 5^ induites par (X^)jg{o,- -,fc}j 
ceci au-dessus d'un voisinage P fl -B^ de dans P, pour < r] « r. II en resulte 
que la restriction Wp de wp a X n pour r sufEsamment petit est une submersion 

propre au-dessus dc P n B"^^ stratifiee par {X^ fl int(i3"p r))'-^'' ^ '^{o r)))6{o. ■■■.*:} 
les projections dc ccs strates dans P fl B"^ Les fibres de tTj. au dcssus dc P n -B"(, ^-^ 
sont toutes homeomorphes et puisque 7r~^({0}) est contratile, on a bien : (7j(Xo) = 1. 
En conclusion, si (X^)j£{o, •■,/;} est une stratification de Whitney de X et si do est la 
dimension de la strate qui contient 0, on a : 

a^Xo) = (1, ■ • • , 1, <Jd,+i{Xo), ad-i{Xo),A'r{Xo), 0, ■ • • , 0). 

Remarque. Au meme titrc que les invariants A^, et done au mcme titre que 
les courbures locales A^°'', les invariants polaires cTj sont intrinseques : si le germe 
Xo C Mq C Ko"*"^, cri,„(Xo) = cri,„+i(Xo), oil crj,„(Xo) designe I'invariant crj(Xo), calcule 
grace a G{i,n). II s'agit a nouveau d'une consequence de la formule dc Cauchy-Crofton 
pour la densite. Comme c'est le cas pour les invariants A^°°, il est facile de s'assurer que 
les invariants cji ne dependent pas de la dimension de I'espace euclidien dans lequel Xq 
est considere. De plus, pour i e {0, rf, d + 1, ■ • • , n}, les invariants polaires cTj sont egaux 
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aux courbures locales K^"'^. Nous aliens etablir dans la section suivante, au Theoreme 
3.1, que les courbures Af"'^ s'obtiennent en realite comme des combinaisons lineaires (a 
coefBcients universels) des invariants Uj ; les egalites et les proprietes communes que nous 
venons d'observer ne sont que des cas speciaux de ce theoreme. 

2-b. Les invariants polaires complexes. 

On peut bien siir definir les invariants polaires cTi(Xo) dans le cadre complexe, lorsque 
Xq est un germe d'ensemble analytique complexe a I'origine de C"; pour cela il sufSt 
de ne considerer, dans la Definition 2.8, que les i-plans complexes de C" appartenant 

a I'cquivalcnt complexe £^ dc I'cnscmblc £^ du Tlicorcmc 2.8. Pour dc tcis plans P 
generiqucs, il cxistc un soul domaine K, au-dessus duqucl la caractcristique d'Eulcr- 
Poincarc typiquc = x(^p ^ (y) ^ X n B'^Qr) ) depend ni dc y gcnorique dans P \ {0} et 
suffisamnicnt proche de 0, ni du choix du representant X de Xo, c'est-a-dire du choix de 
r > 0, lorsque celui-ci est suffisamment petit. De plus depend pas du choix de P, 

lorsque P est general. Ceci resulte des memes arguments que dans le cas reel et du fait que 
le complementaire d'un ensemble analytique complexe de codimension plus grande que 1 
est conncxe. Notons CTi(Xo) I'invariant polaire complexe d'ordre i. Comme 62i(/C^) = 1, 
on obtient : 

ai{Xo) = x{'^p\y)r^Xf^Bll^)) 

pour y € P gcncrique suffisamment proche de I'origine et r > suffisamment petit. 

Dans le cas particulier important oii X est I'hypersurface /~^(0), donnee par une 
application analytique / : C" — > C : 

xiTTp'iy) nxn Bf-^^)) = x{7rp\o) n f-\e) n Bf-^^)), 

oil e est gcncrique dans C et suffisamment proche dc 0. Ceci rcsultc classiqucmcnt 
du premier Lcmme d'isotopie de Thom-Mather, de la genericite de la transversalite en 
I'origine, pour des {n — i)-plans affines de C", aux strates d'une stratification de Whitney 
du germe Xo et de la connexite du complementaire dans C" d'un ensemble analytique 
complexe ncgligeable. Supposons enfin que / admette pour singularitc isolce. Dans ce 
cas x(7rp^(0)n/^^(e)ni?^J'^^)) est la caracteristique d'Euler-Poincare de la fibre de Milnor 
de / dans P-*-. C'est-a-dire : 1 + (— l)"~*~^/x„_j, oii fin-i est le nombre de Milnor de la 
section {n — i)-planc dc Xq (introduit dans [Tel]). On a done, dans le cas oil Xq est le 
germe d'une hypersurface complexe de C" : 

ai{Xo) = 1 + (-l)"-^-Vn-i. 

Dans [Tel] il est montre que I'independance de la suite (noiXt), • • • , /x„(Xt)) relativement 
aux parametres t (et done, dans ce cadre, de la suite (ao{Xt) , ■ ■ ■ ,an{Xt))) , pour une 
famillc analytique X = {Xt)tec C C"^"'^ de germes d'hypersurfaces analytiques dc C" 
ayant pour singularite isolee implique la condition de Whitney, au voisinage de dans 
C, pour le couple {X \ C, C). Et d'apres [Br-Sp], I'implication reciproque est vraie. 

En toute generalite {X analytique complexe dans C" de dimension quelconque et non 
plus seulement une hypersurface) les invariants complexes ai{Xt) ont ete consider e pour 
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la premiere fois par M. Kashiwara dans [Kal] (oil les boules sont ouvertes et non fermees 
comme c'est le cas ici) : un invariant E^^ y est defini par recurrence sur la dimension 
de Xq a I'aide de ai. L'etude de cet invariant est reprise par A. Dubson ([Dul,2]) puis 
dans [Br-Du-Ka] oii les auteurs en donnent une version multidimensionnelle Ej^^. Leur 
definition est la suivante : 

Xia<ZXj\Xi, dim(Xi)<dim(Xa) 

ou (X-')jg{o,---,fc} est une stratification de Whitney de Xq, et X^° la strate contenant 0. 
Les auteurs remarquent ensuite (cf aussi [Dul,2]) que : 

E\^=Eux,, 

oh Euxo est I'obstruction d'Euler locale de X en 0, introduite par R. MacPherson dans 
[MacPh], et : 

OU e('P'^(Xo), 0) est la multiplicite en de la varietc polairc 7''^(Xo) dc codimcnsion k de 
Xq en (Voir aussi [Me], [Le-Tel,- • -,3], [Du2]). II est annonce sans preuve dans [Dul] 
Proposition 1, [Du2] Theoreme II. 2. 7, page 30, et [Br-Du-Ka], que les invariants ai{Xy) 
sont constants lorsque y varic dans imc strate d'une stratification de Whitney de Xq. Mais 
dans [He-Mel], [Na2], [Te2] il est prouve que la Constance des multiplicites e{V'^{Xy),y) 
lorsque y varie dans une strate d'une stratification donnee de Xq equivaut a la (&)-regularite 
de cette stratification, ce qui donne une preuve, compte tenu de regalitc ci-dcssus reliant 
les e{P''{Xy),y) ct les (Tj(Xy), dc la Constance dcs ai{Xy) le long de stratcs de Whitney. 

On rassemble ccs rcsultats dans le theoreme suivant, oii e{A'^{Xy),y) est la multi- 
plicite en y du discriminant A'^{Xy) associe a 'P'^{Xy). 

Theoreme 2.12. ([He-Mel], [Na2], [Le-Te3], [Te2]) — Soit Xq un germe en 
d'cnscmblc analytique complcxc de C" muni d'une stratification (X^)j£{o,---,fe}- Les 
conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) La stratification (X-')j£{o. •••.&} est de Wfiitney. 

(a) Les fonctions y i-^ e{V^{Xy)., y) en restriction aux strates X^ sont constantes. 
(Hi) Les fonctions y ^ e{AJ^{Xy),y) en restriction aux strates X^ sont constantes. 
(iv) Les fonctions y ^ ai{Xy) en restriction aux strates X^ sont constantes. 

Nous donnons une preuve directe de (i) ^ (iv) au CoroUaire 4.5, c'est-a-dire sans utiliser 
(i) (m) et le lien entre e{P^{Xy),y) et ai{Xy) (la preuve de [i] {iv) est faite dans 
[Br-Sp] dans le cas des hypersurfaces a singularite isolee). 

3. Courbures de Lipschitz-Killing locales et invariants polaires 

L'objet de cette section est dc prouvcr le Theoreme 3.1, qui relie via la suite cr,(Xo), 
les courbures A^°^ a la geometric des discriminants generaux des projections du germe 
Xq sur des plans de dimension i,i + 1, . . . ,n. La preuve se fait en deux etapes. Tout 
d'abord pour les cones sous-analytiques de sommet I'origine (section 3-a), ce qui permet. 
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par deformation sur le cone tangent, d'etablir le theoreme pour les germes d'ensembles 
sous-analytiques fermes quelconques (section 3-b). 

Theoreme 3.1. — Pour tout i G {l,...,n}, il existe des constantes reelles 
ml, . . . , to" tcls que pour tout germe Xo d'ensemble sous-analytique ferme de R", on 
ait I'egalite : 



Autrement dit il existe une matrice triangulaire superieure (m^)i<i<n,i<j<ra tslle que : 



n-l 




aj-i-i ■ ai 
3-a. Le cas conique 



si i + l<j<n. 



Soit Xq un cone sous-analytiquc fcrmc dc sommct I'Driginc dans K", c'est-a-dire 
qu'existe L un sous-analytique compact de la sphere unite de M" tel que : Xq = M+ • L. 
On suppose que (X'')jg{o,- -,2fe} est une stratification de Whithney de X = Xq n i?(o,i) 
provenant de L, c'est-a-dirc que {X^)j^^^^i^... 2k} est unc stratification de Whitney de L, 
et que pour i e {1, • • • , k), X^ = M.*^ ■ Xi+^\ X^ = {0}. Puisque Xq est un cone : 

Af ^(Xo) = -Ki{X). 

Oii 

On commence par rappeler le calcul fait dans [Br-Ku], section 5. Pour cela on rcprcnd Ics 
notations de [Br-Ku]. Soit Y e M" un ensemble sous-analytique compact, {Y^)j^s^i ... }^^ 
une stratification de Whitney de F et i/ S M". On note : 

7(r, u,x) = l- x{B{x, S) n g-^g^x) - e), 

pour < e «. 5 «. 1, g^, : Y ^ M. 0X1 = — a;|p et a; G Y^ est un point critique de 

gv\Yi- On note encore : 

7tan{y, v,x) = l- x{B{x, S) n g~yj {g^{x) - e), 

pour < e <<C 5 <SC 1 et a; e y-' un point critique de gi,\Y3 et enfin : 

'ynor{Y,i^,x) = 1 - x{B{x,d) n g~^Y^g{g^{x) - e), 

pour < e <<C i5 «; 1 ct X S F-' un point critique dc .9,y|yinS: oil S est une variete lisse, 
de dimension n — dim(F-'), transverse a Y^ en x. On a alors ([Go-MacPh]) : 

— 'Jtan 

{Y,l',x) ■^nor{y,V, x), 
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et pour presque tout G M" ([Br-Ku], Lemme 3.5) : 

Notons n : M ^ Ic fibre normal d'unc stratc X^ dc X, Mi son fibre normal 
unitaire et pour r G M, A/'r = {(i, v,x) e M+ x A/": C M+ x M" x X^] \\v\\ < r}, enfin soit 
* : AT ^ M", I'application definie ^ax ^{{t,v,x)) = x + t ■ v. 

On pose : 

A(X, X-')(x,r) = / / 'ynor{X,i',x) ■ 4>{t,i',x) dtdv, 

Jt<r ii/e7r-i(x)nA/'i 

ou (p est Jac(^'). On va calculer : 



2k ,. 

V / A(X,X^)(x,r) dx. 



Pour cela remarquons que si d = dim(X'' ) : 

/I 

(j){t, v,x) = Aet \ * t ■ In-d-i 

\ * * Id + t- Uif, x) ^ 

ou Id est la matrice unite d'ordre d et a;) = Ilxi {v, x) la matrice dans une base 
orthonormcc dc T^X^ dc la sccondc forme fondamentale de X^ en x suivant la direction 
normalc v. La forme x) est definie de la fagon suivante : si /x(s) et t(s) sont deux 
chemins differentiables traces sur X^ , tels que /x(0) = r(0) = x et si est un champ 
de vecteurs normaux a X^, tel que u{x) = et si d'autre part x = x(ui, • • • ,Ud) sont des 

dec dx 

coordonnees sur X^ telles que x = x(0, • • • ,0), — — (0) = /u'(0), — — (0) = r'(0) : 

OXii-i 0X1 j 

II(z.,x)(m'(0),t'(0)) =< £>i/(,)(M'(0))|r'(0) >= - < ^^I^^W > • 

Les proprietes classiques dc finitude en geometric moderee montrent alors que A(X, X^){x, r) 
est un polynome en r que Ton ecrit : 

n 

AiX,X^){x,r)= ^ Xr,_i{X,X^){x)-ai-r\ 

i=n—d 

En observant que le signe de cf){t,iy,x) est 7to„(X, f.z/, x) (cf [Bro-Kup], (5.1.4)) et 
lnor{X, v, x) = jnor{X, t.v, x), On deduit que : 

f A{X,X^){x,r) dx= at- [ X„-i{X,X^){x) dx ■ r' = 
i E 7(^,y,a;) dy. 
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Puis en sommant sur toutes les strates et en convenant que Xi{X, X^) = si £ > dim{X^) : 
J2 A{X,X^){x,r) dx = J2(^i(^ Xn-i{X,X^){x) dx) -r^ = 

[ Yl dy= [ x{XnB{y,r)) dy. 

•^J/eK" xeX,\\x-v\\<r ''v^^" 

On conclut de ce calcul que : 

2k 

Af ^(Xo) = -MX) = - V / Xi{X,X^){x) dx, 



Dans cette somme seules les strates X^ de dimension plus grandes que i interviennent 
efFectivement. De la meme facon, cn faisant joucr k L = X f\ a sa stratification 

(^"')je{fe+i,--->2fc} 1g role que viennent de jouer X et {X^)j^^Q ... 2k}i on obtient : 

2k 

A,(L) = — I HL,X^){x) dx, 

la encore, seules les strates de dimension plus grandes que i ont une contribution non nuUe. 
On montre maintenant que tout comme Aj(L), on peut exprimer A^'"^(Xo) comme 

une combinaison lineaire a coefiicients universels des seules quantites / Xi{L,X^){x), 

Jxexi 

pour j e {fc + 1, ■ • • , 2k}. Ce qui permet d'exprimer Aj°''(Xo) comme combinaison lineaire 

des Aj (L) . Ccci est possible grace au caractere conique de X et montre que les invariants 
introduits dans [Be-Br2] sont des combinaisons lineaires des A^°'^ (cf [Be-Br2], Remarque 
5.4), dans un premier temps pour les cones sous-analytiques, puis d'apres la section 3-b 
qui suit, dans le cas le plus general. 

Soit j G {1, • • • , k}, X^ une strata conique dc dimension d et x € X^ . Alors ||a:;|| s]0, 1[ 
et r(x) — x/\\x\\ € A"^+''. Pour jy est un vecteur unitaire normal a X^ cn x, et pour 
9 G [0, tt], on note = sm{6).i' + cos{9).r{x), un vecteur unitaire normal a en r{x). 

Lorsque v decrit 7r~^({a;})njVi et 6 decrit [0,7r], 1/$ decrit 7r~^{{r{x)})nJ\fi. On remarque 
alors que : 

7nor{X,v',x) =')nor{X,v,u-r{x)) = jnoriL, ve, r{x)), Vu e]0, 1[, V6' e]0, 7r[, ) 
puis que : 

TT 

lnoriX,i',x) = 'ynor{X,i'0,r{x)), V6' e]0, -[, (a) 
tandis que du fait de la structure conique de X : 

-fnor{X,iy0,r{x))=O, V^e]|,7r[. (b) 

Fixons 9 G [0,7r] et comparons maintenant llx}{i^,x) et Ilj^j+fc (I'e, r(a;)). Suivant la 
direction r{x), Du^^^) est nuUe du fait de la structure conique de X^ , d'autre part si 
vq est un champ de vecteurs unitaires normaux a X^^'^, ecrit sous la forme : 

X^ ^y^ V0{r{y)) = sm{e).u{y) + cos{6).r{y), 
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9 y est un champ de vecteurs unitaires normaux a en et si (i 

est un chemin trace dans X^^'^ passant par r{x) en et tel que /i'(0) € T(^r{x))X''^'^ est 
unitaire, /i = est un chemin trace dans X^ , passant par a; en et /i'(0) e T^^^-^X^ est 
de norme ||a;|| . On a alors, puisque : 

1/0 o fi = sin(^).!/ o + cos{6).r o ^ 

D,.e[,^,)0iO)) = sin(^) • Du^,){f,' {())) + cos(^) • Dr(,)(/z'(0)) 

(0,ll»:||) 

llxj+k{iy0,r{x)) = sin(6') • ||x|| • llx.i{i^,x) + cos{e) ■ Id-i- 
On note ^, i? et C les matrices d'ordre d—1 definie par les relations suivantes : 

'0 



llxo{u,x)=[ ^ ^ ), C=\\x\\-A, 



B = sin(6') • C + cos(6') • Jd_i. 



On a alors d'une part : 
K{X,Xi){x,r) = 



t<r J veTr-'^{x)r\N'i 



^nor{X, V, x) ■ 4>{t, V, x) dtdu 



t<r J v^-n-'^{x)r\Mi 



7„or(^, v^x) ■ det 



•1 

* t ■ In-d-1 



'JnoriX, V,X) - det 

Et d'autre part, d'apres (a) et (&): 






1 

* Id-i+t-A 

(I Q Q \ 

* t-In-d-l 

* * 1 



dtdu 



y 



dtdu. (1) 



K{X,Xi+^){r{x),r)= [ [ jnor{X,U0,r{x)) ■ cP{t,ue,r{x)) dtdu 

Jt<r J uee-^^ {r{x))nXi 



= / lnor{X,U,X 

Jt<r Ji/e7r-i(x)nAri 



/ f{0) • det I * 



(x)nAri 



* t ■ In-d I dtdudO, 

* * /d-i +i • (sin(6') • C + cos(6') -/d-i). 



(2) 



avec f{e) = sin^-^-^e). Notons : 



d-l 



det(C + T-/d_i) =^aprf. 

p=0 
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D'apres (1) : 

A{X,X^){x,r)= [ f -fnor{X,u,x)-e-'^-^ ■det{Id-i + -;^-C) dtdv 

Jt<r Jvev-'^(x)nAf^ IFII 



Jt<rJue^-Hx)nAri \mr ^ 

p=0 Ji/e7r-i(a;)nM 11-^11 

/ A(X,X^)(a;,r) rfa; = r(X) • V a„_i_i • ^ • r' (3) 



OU 



r(X)= / / 7„o^(X,!/,r(a;)) dz/rfr(a;) 



et OU Kn^i est une constante ne dependant que de n et i et qui provient de : 



Jxexj JveTt-^(x)nMi IFII 

Notons que I'independance de Kn,i relativement a d vient du fait que X^ est de dimension 
d et que Ton calcule / / dvdx grace au changement de 

variables X-'+^'xJO, l[3 {r{x),t) i-> t ■ r{x) G XK L'egalite (3) ensuite donne : 

/ K{X,Xi){x,r) dx = V{X)-Y, an-i-v^-r' = / \n-i{X,X^)-ai-r\ 

Jxexj ■ J ^ . J Jxexi 



'^6^^' i=n-d ' i=n-d -^^eX. 

et done : 

/ Xo{X,X^) dx = 0, 
Jxexi 

[ Xp+i{x,x^) dx = r{x).- — ^"-"7"^ ap, pe{0,...,d-l}. (4) 

Maintenant, d'apres (2) : 

K{X,X^+^){r{x),r)= [ f ^nor{X,iy,x) 

Jt<r JiyeTT-^{x)nJ\fi 

f m ■ sm''-\e) ■ r-' ■ det (C + (— ^ + • Ia-i)d6dudt. 

Posons : 

a = a{d) = l/sin(6'), /3 = = cos(6l)/ sin(6') et 5(61) = sin'^-i(6») • f{e) = sm"-'^{e). 
On obtient : 
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A{X,X^+''){r{x),r)= [ [ ^nor{X,v,x) 

Jt<r Jveir-^{x)f\N'i 
. d-1 

/ g{e) ■ • Op • (- + PYdOdvdt 
■/ee[o,f] t 

k{X,X^+''){r{x),r)^ [ [ -i^or{X,v,x) dv 



t<r Ji/e7r-i(x)nA/'i 

d-1 



„ n ^ 1 

/ A{X,X^+'^){r{x),r) dr{x)=r{X) ^ - ^ap.(5(i,p), (5) 

S{i,p) = [ 9{0) ■ a""' • C"-' • 
L'egalite (5) donne : 

n « n ^ d— 1 

^ / A„_i(X,X^+'=) dr(x) • a, • = r(X) ^ - ^ ap-<5(*,p) 

soit : 



Jr{x)exi t-ai 

et d'apres (4) : 

/ Xn-i{X,X^+^') dr{x) 

■ '^i „• -"-n.n-p-l Jx^Xi 



/ Xi{X,X^+'') dr{x) 

Jr{x)eXi+l' 

= g ■5{n-e,p) I X,MX,X^) dx 

j-fAn-i)- OLn-i ■ Kn,n-p-l J ^eXi 

p — t 

Soit en notant M„(f ,p) = , - P ' ' ^n-p-i _ - : 

(n - • a„_£ • A„,„_p_i 

/ A^(X,X^+'=) dr(x) = Vm„(€,p)- / Aj,+i(X,X^) dx, £ € {0,- ■ ■ ,d-l}. 

Jr(x)exo+'' Jxexj 

(6) 
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ou encore si : 



Q = {Qn{i,j))i,je{o,---,d-i} = 



/M„(0,0) M„(0,1) ••• M„(0,d-1) \-' 
' M„(l,l) ••• M„(l,d-1) > 



V 



Mn{d-l,d-l)/ 



Xe+i{X,X^) dr{x) 



d-l 



Xp{X,X^+'') dx, eG{0,---,d-l}. 



Enfin, le meme calcul montre que : 



(7) 



ou : 

Jee[o,Tr] 

Si on dcfinit Mn{i,j) dc la mcmc facon que M„(i, j), niais en remplagant S{i,p) par S(i,p), 
puis si Q designe I'inverse de la matrice triangulaire {Mn{i,j))j>i, on obtient finalement : 



Xi{X,X^) dx 



xexi 



Xd{X,X^) dx 



xexi 



( [ Xo{X,X^+'') dx \ 



Q- 



exj+>' 



Xo{L,X^+^) dx \ 



Xd-i{X,X'+'') dx 



V. 



/ Xd-i{L,X^+'') dx 



Notons que la matrice Q = Q{X^), dont I'ordre est la dimension de X^, ne depend 

dc X^ , ou plutot de dim(X^), que par sa taillc; Ics coefficients de Q ne dependent en effet 
pas de la dimension de XK Pour etre plus precis, si pour j, j' < k, dim(X-') < dim(X-' ), 
on a : 



Q{x^ ) 



De plus comme Xi{X, X^) = 0, pour i 7^ 0, on a pour i > 1 : 

2k 2k 

A^oc^Xo) = ^HX) = I UX,X=)dx = ^Y. I 



A.(X,X^) dx, 
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et en notant Qi{X^) la ieme ligne de Q{X^), on obtient : 

2fe 



Af=(Xo) = -V/ K{X,xr)dx 

—iy^l Xi{x, x^) dx+y^[ \i{x, dx) 



2k 

- V (Qi{X=) + [Q-\X')Q{X^)l) 



\q{L,X'+^) dx 



/ Xdi^(xi)-i{L,X^+^) dx 

JxGX3 + >' ' 



Soit : 



Ao(L) 



Af^(Xo) 



/Af-(Xo)\ 




/ Ao(L) \ 















avec dim(X) = ^ = dini(X^), Q la matrice d'ordre ^ dont la ieme ligne Qi est 
— [Q(X^) + Notons que Q est triangulaire superieure et que : 



(8) 



Cette egalite est a comparer avec ccUc donnce dans [Be-Br2], Remarque 5.4. 

Exprimons maintenant OjiXo) comme combinaison lineaire a coefficients universels 
des invariants Aj(L). Par definition : 

a,(Xo) = / . / J • (Xi + Xi) dl djj,n{P), 

o\x est la sphere unite de P, np^e la projection orthogonale de £ © P-^ sur £ 

(on identifie la direction I et la droite qu'elle supporte) et < e = €{X,l) « 1, 
X- = xi^ f"! ''^p\i^^))j X+ = x(-^ n 7rp^(e)). Remarquons que du fait que Xq est im 
cone, X- = x{L n 7rp^(] — oc, — e])) ot x+ = x(-^ ri 7rp^([e, +oo[)). Mais d'autre part, le 
premier lemme d'isotopie dc Thom-Mathcr montre que : 

X{L n T:p\{] - 00, -e])) = x{L n TTp]^{] - 00, 0])), 

X{L n 7rp_i^([e, +oo[)) = x{L n 7rp_i^([0, +oo[)), 

puisque pour e suffisamment proche de 0, 7rp^(e) est transverse aux strates de L (Propo- 
sition 2.6). On obtient alors : 



a,{Xo) = -^[ [ l-{x{LnP^)+x{Lne(BP^ 



) dld-ij,n{P)- 
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II existe par consequent deux constantes a{j,n) et a'{j,n) ne dependant que de j et n 
telles que : 

ajiXo) = a{j, n) [ x{L n P^) d^i,n{P) + a'(j, n) j x{L n H) d7j>(P), 



avec £x ^n sous-analytique dense de G{n — j + 1, n). En notant 0(5" ) le groupe 
des isometries de S^^^y il existe un sous-analytique dense dans 0(5""^) tel que : 

aj (Xo) = a{j, n) I x(i n (t • if) da + a'{j, n) x(i n • H) da, 

ou K est la trace dans S^^^^^ d'un (n—j) plan vectoriel fixe et if celle d'un (n — j + l) plan 
vectoriel fixe. En utilisant x = ^o, puis le fait que Aq (comme les Ap) est combinaison 
lineaire des courbures spheriques relatives A.; ([Bc-Br2], Theoreme 1.1, ou formule de 
Gauss-Bonnet spherique, [Be-Br2], Theoreme 1.2) introduites dans [Be-Br2], on obtient 
en notant £ = dim(X) : 

aj {Xq) = a{j, n) V / b{i) ■Ki{Lna-K) da 

+a'{j,n)y2 b{i) ■ K{L r\ a ■ H) da. 

La formule cinematique ([Be-Br2], Theoreme 4.4) pour les courbures spheriques relatives 
donne ensuite : 

(^j{^o)= ^ c{i,j,n)-Ai{L). 
En utilisant encore que A^ est combinaison lineaire des Ap, pour p> i, on en deduit : 



aj{Xo)= ^ c{i,j,n) ■ Ai{L). 

i=j-l 

En notant R la matrice triangulaire superieure dont les coefficients sont les c{i, j, n),j — l < 
i<£-l: 

/ai{Xo)\ I Ao(L) \ 



= R 



(9) 



Les cgalites (8) et (9) donnc pour finir Ic Theoreme 3.1 pour les cones sous-analytiqucs 
(la regularite des matrices Q et R est etablie en appendice par un calcul explicite pour X 
un cone polyedral). D 

3-b. Le cas general 

Dans cette section Xq est un germe d'ensemble sous-analytique ferme, contenant 
I'origine. Contrairement a la section precedente, on ne suppose plus ici que Xq est un 
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cone. On montre le Theoreme 3.1 en toute generalite, en deformant Xq sur son cone 

tangent. On se donne {X^) une stratification de Whitney de X. Soit X un representant 

1 1 
de Xo, notons Xr le sous-analytique compact - ■ {X f) B(o,r)), Lj. = - ■ {X (1 S(^o,r)): 

CrX = M_|_ • Lj.. La famille (CrX)^£]o,i] est la deformation de Xq sur son cone tangent 
CoX. 

Lemme 3.2. — Avec les notations ci-dessus, on a, pour P dans un ouvert sous- 
analytique dense de G{n — i, n) : 

Yim x{Xr nP) = lim x(a^ n P). 

r— >o 1-— »o 

Preuve. Commencons par prouver cc lemmc pour P un hyperplan de R", ie pour 
i = 1. Soit done P un hyperplan affine de G(n — l,n) ne passant pas par 0, et E le 
demi-espace ne contenant pas qu'il definit. L'application R : E ^ ^{o~i)' definie par 
R{x) = a;/||a;|| est une homeomorphisme de PnB(o,i) sur qui envoie CrXdP sur 

Lr n E. II suffit alors de prouver que lini x(^r n P) = hrn x(ir n E). Soit x G Pn S^^^y 

L'angle entre P et T^S^^^y est plus petit que ~ ^> Pour C > une certaine constante, 
puisque ^ P. On peut deformer Fq = •S'^"/) H E sur P^ = P n -B(o,i) dans une famille 

TT 

telle que Tangle entre TaFt et T/j(a)Po soit majore par "C*, quel que soit a € PnP(o,i). 

On note X^ la strate de 1/r ■ X provenant de XK Soit alors r sufRsamment petit pour 
que : Vx G Xr, 34 CqX n S'^'^y \\R{x) - 4|| < C/3 et Tangle entre 4 et T^X^ est plus 
petit que C/3 (lorsque x e x^). Quelle que soit la strate X^ et x & X^, quel que soit 
t e [0, 1], Tangle l{T^Ft,T^Xl) verifie : 

L{T^Ft,T^Xi) > Z(Tfl(,)Po,4) - liTni=o)Fo,T,Ft) - Z(4, W) 

>(f -C/3)-(J-C)-C/3 = C/3>0. 

De sorte que la deformation (Pi)tg[o.i] est transverse aux strates dc Whitney {X}) de Xr- 
Le premier lemme d'isotopie de Thom-Mather assure alors que Pq n Xr et Pi n Xr sont 
homeomorphes. Lorsque P n'est pas un hyperplan, on place P dans 7r^^^(M • ttv{P)), ou 
V est le i-plan vectoriel de R" orthogonal a P. Comme dim(X) > /, Ic raisonnement 
pecedent s'applique pour presque toutes les droites R • nv{P) de V. D 

Lemme 3.3. — Avec les notations precedentes et celles du Theoreme 2.8 ; 

lim aj{CrX) — aj{Xo). 

r— »0 



Preuve. Soit P un j plan vectoriel de R" qui coupe P(o,i) y e P, par le Lemme 3.2, 
pour r sufHsammcnt petit on a : xi^rX (y + P""")) = xi^r H (y + P^))- Par definition 
des constantes Xi{Xo),---,Xnpi-^o) et des domaines /Cf (Xq), • • • ,/C^p(Xo) (Theoreme 
2.8), on a : 

lim e,-({j/ e P n P(o,i); x(^r n (y + P^)) = xH^o)}) = e,(/cn^o)), 
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Comme les caractetristiques d'Euler-Poincare de toutes les sections planes de Xr et de 
CrX sont uniformement bornees relativement a r, le theoreme de convergence dominee et 
le Lemme 3.2 donnent : 

„ "p 

]im aj{CrX) = lim / ^ X^{CrX) ■ @j{lC{CrX)) d^^,n{P) 

JPeGU,n) 

Preuve du Theoreme 3.1. Comme ci-dessus on utilise le fait que les families 

(CrX)re[o,i] ct {Xr)re[Q,i] sont dcs sous-analytiques compacts ct done que les carac- 
teristiques d'Euler-Poincare de toutes les sections planes de X^ et de CrX sont uni- 
formement bornees relativement a r pour appliquer le theoreme de convergence dominee. 
On a ainsi, par le Lemme 3.2 : 

Af =(Xo) = - lim / x{Xr n P) d^n-iAP) 

ai ''^'^ J PeG{n-i,n) 

= -lim f xiCrX n P) d7n-.,n(P) = 1™ Af ^(C^X). 

ai "-^o J PeG(n-i,n) '•^0 

Mais le Theoreme 3.1 etant vrai pour les cones : 

n 

Ai"%Xo) = \imJ2ml ■ aj{CrX). 

j=i 

Ce qui donne par le Lemme 3.3 I'egalite annoncee du Theoreme 3.1 : 

n n 

A^(Xo) = lim • aj{CrX) = ^l^i' " '^i(^o). □ 

j=i j=i 

4. Conditions de regularite et invariants locaux 

Lorsque X est un ensemble sous-analytique, les fonctions aj et A^°^ sont des fonctions 
Log-analytiques (voir par excmple [Li-Ro], [Co-Li-Ro]). Nous nous interessons ici a la 
regularite de ces fonctions. Nous prouvons dans cette section la continuite des invariants 
aj le long de strates d'une stratification de Verdier d'un ensemble sous-analytique ferme. 
II s'agit de montrer que le long (de la projection) d'une telle strate, les discriminants 
des projections sur des i-plans ont un bon comportement du point de vue de la densite 
des domaines qu'ils bordent : I'equisecabilite. Dans le cadre analytique complexe, 
I'equisecabilite des discriminants le long d'une strate est la Constance de leur multiplicite 
locale, condition que Ton salt ctre cquivalente a la (w), la (6*), la (5)-rcgularitc et a la 
Constance des caracteristiques evanescentes (cf Section 2-6). Nous montrons au passage 
(CoroUaire 4.5) I'implication (z) =j> (iv) du Theoreme 2.12, c'est-a-dire la Constance des 
caracteristiques evanescentes le long de strates de Whitney d'un ensemble analytique 



28 



complexe ([Br-Sp] dans le cas des families analytiques d'hypersurfaces a singularite isolee, 
c'est-a-dire pour les nombres de Milnor des sections planes). Bien qu'annoncee par ailleurs, 
il s'agit a notre connaissancc do la sculc prcuve dans le cas general de cette implication 
qui n'utilise pas le calcul qui lie la multiplicite des varietes polaires aux caracteristiques 
evanescentes. 

Rappelons que si E est une condition de regularite portant sur un couple {Y, Z) de 
sous-varietes de M", dans [Le-Tei 2] et [Tr2] est definie la i^cod(^)-i'egularite (0 < £ < 
cod(y)) dc la facon suivantc : le couple (F, Z) est dit i?cod(£)-rcgulicr cn y G F, s'il cxiste 
un ouvert dense My dans {11 G G{n — £, n), TyY C 11} pour lequel on ait, quelle que soit la 
sous-variete W de M" telle que Y CW dans un voisinagc dc y, I'implication : TyW G My 

Z el W sont transverses dans un voisimigc dc y ct (F, W n Z) est _E-regulier en y. 
Lorsque {Y,Z) est iJcof^^-j-rcgulicr cn y pour tout i, < i < cod (Y), on dit que {Y,Z) 
est (-E*)-regulier en y. On se rcportcra par exemple a [Nal], [Na-Tr], [Or] et [Or-Tr] pour 
une etude comparee de la (r*), de la (6*) et de la (w*)-regularite. Notons que la condition 
(b*) est strictement plus faible que la condition (w), mcmc cn algcbrique. En efFet, d'apres 
[Na-Tr], pour la categoric sous-analytique (w) =^ (6*), puis d'une part d'apres [Na-Tr] 
Corollaire 3.13, si le couple de strates {Y,Z) est (6)-regulier et si dim(F) = 1, ce couple 
est aussi (6*)-rcgulicr, ct d'autrc part dans [Br-Tr] ct [Trl] sont donncs des exemples de 
couples (y, Z) qui sont (6)-reguliers mais non (w)-rcgulicrs ct oii dim(y) = 1. 

Nous utilisons dans cettc partic la condition (*) suivantc qui porte sur une projection 
TTp, avec P e G{i,n) ct la stratification (X^)jg{o.....fe} dc X que Ton sc donnc : 

La projection np : IR." — > P est une projection pour laquelle existe un 
voisinage ouvert U{= Up) de I'origine tel que quel que soit la strate 
adherente a X^: 

ZYnPx.(^)n(^p^(7rp(xO))\xO) =0 (*) 

En nous appuyant sur le Theoreme 4.10, nous remarquons dans la proposition qui 
suit que la condition (*) est une condition qui a lieu pour des projections np generiques, 
des lors que la stratification (X^)j£{o, • •,*;} est (w)-reguliere. 

Proposition 4.1. — Soit X un ensemble sous-analytique ferme de M", contenant 

I'origine, muni d'unc stratiGcation {u!)-rcgulicrc (X^)jg|o.- -.fe} ct soit la strate con- 
tenant 0. Soit i un entier. II existe un ensemble sous-analytique dense Qx dans G{i,n), 
tel que pour tout P e Qx, ttp : K" ^ P G G{i, n) est une projection pour laquelle existe 
un voisinage ouvert U{= Up) de I'origine tel que quel que soit la strate X^ adherente a 
X°: 

ur\Vxo{P)r\{TTp\TTp{x''))\x'') = % {*) 

Preuve. II s'agit d'une consequence immediate du Theoreme 4.10.(iii). D 

Remarque. Dans la Proposition 4.1, on pcut sc contcntcr dc supposcr que la 
stratification (X-^j^g^Oj-.-j/c} est seulement (a*)-reguliere, condition ad hoc pour que (*) ait 
generiquement lieu. En effet, si P G G{i, n) est tel que la propriete (*) n'a pas lieu, il 
existe une strate X^ contenant dans son adherence une suite {xn)nen de limite et 
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contenue dans Pxj{P) n (7rp^(X°) \ Soit q = dim(X-'). En chaque point x„, 

et Ta;^X-' ont une intersection excedentaire en dimension niax(0,g — i + 1). Supposons 
i G [dim(X°), dim(X)], qui est le seul cas interessant. Supposons que dans un voisinage 
de la strate X° soit un sous-espace vectorial de R" do dimension d. Si P est generique, 
n P-*- = {0} et si la stratification {X^)oe{a.---,k} est (a*)-rcguliere, par definition meme 
il existe un sous-analytique dense Wn-i+d dc I'ensemble des {d + n — i)-plans contenant 
X° tel que si X° ® P-^ = W e Wn-i+d, W verifie : 

■Kp^{np{X'^)) = W coupe transversalement X^ (1) 

et 

n W) soit un couple de strates (a)-regulier en (2) 

On a, d'apres (1) : dim{W ClX^) — q-i + det d'aprcs ce qui precede, P-*- et Tx^{X^ nW) 
ont une intersection en dimension au moins q — i + 1. Comme P^ est transverse a X", 
lim Tx„ (X^ n W) ne pent contenir I'espace X° qui est de dimension d, ce qui contredit 

n — *oo 

(2). 

Comme la (6*)-regularite, la (a*)-regularite est une condition strictement plus faible 
que la (ii;)-regularit6 ct on ne salt pas, par exemple, si en sous-analytique (6) =^ (a*), 
comme c'cst Ic cas en complcxc. 

Rappelons maintenant que les caracteristiques Xj'i^) sont definies de la fagon suivante 
(cf Theoreme 2.8. (iii) pour les notations) : si X est un ensemble sous-analytique ferme 
de R" contenant ct si P est un i-plan vectoriel (general) dc M", il existe un reel 
non nul Rq = Ro{P), tel que pour tout r < Rq, les ensembles sous-analytiques 
ouverts K['^, • • • , K^'^, qui sont les composantes connexes du complement aire dans P de 

k 

ns" , (-P)! out une reunion dense dans P au voisinage de 0, et verifient : 

- les germes {K^'^)o et {K^'^)q coincident pour r,s< Rq, 

- pour tout y suffisammcnt proche de 7rp(0) = dans \m domaine Kp^ , (ie 
< \\y\\ « r), rentier = xi'^p^iv) ^-^{o r)) ^'^ depend pas de r (lorsque r < Rq). 

Notation 4.2. On notera TZq = TZo{P) le plus grand rayon Rq qui verifie 
cette proposition. 

Remarque. D'apres les Propositions 2.4, 2.5 et le lemme d'isotopie de Thom- 
Mather, I'existence du rayon Rq{P) est garantie des que P G £\ (notation qui precede 
la Proposition 2.4), des que pour tout j £ {0, • • ■ , fc}, P^ ne rencontre pas Vxi [P) dans 
P(0, Ro{Pj) et lorsque pour tout r < Ro{P), S{0, r) est transverse a toutes les strates X^ 
et ^ Vl^{P)- De sorte que si P > T^o, pour tout > 0, il existe j/^ € P, j e {0, • • • , k} 
et Xr, G X tels que : 

- < <'n,1Zo< lim^^o lla;,,!! < R, Xr, e X^ n TTp^iyn), 

- T^p^iHn) n Tx^X^ n'est pas transverse en Xr, a S'(o,||x„||)- 

Nous montrons maintenant dans la Proposition 4.3 que la Proposition 2.6, qui est 
locale en un point, admet une version le long d'une strate d'une stratification suffisamment 
reguliere. En particulier : si Y est une strate d'une stratification (6*)-reguliere de X, si P 
est generique dans G{i, n), il existe un voisinage W de dans Y, deux reels < r << P, tels 
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pour tout y G Yr\U^ pour tout z et z' dans Ic meme profil polaire Kj^'^(y) avec ||2 — y|| < r 
et \\z' - y\\ < r, iTp^{z) Ci X n B{y,R) et np^iz') (1 X n B{y,R) sont homeomorphes. 

Proposition 4.3. — Soit X un ensemble sous-analytique ferme de K" muni d'une 
stratification {b)-reguliere (X-')jg{o, ■■■,*:}• Solent X^ la strate contenant 0, i e {0, . . . ,n} 

ct TTp : R" P <= G{i, n) une projection telle qu'cxiste un voisinage ouvert U de I'origine 
pour lequel, quelle que soit la strate X^ adherente a X° : 

ur\Vxo{P)r\{'Kp\-Kp{x''))\x'') = % {*) 

Si de plus les intersections 7rp^(X°) n X^ sont {b)-regulieres le long de on a : 

(i) Le rayon r'p{y) de la Proposition 2.6 est minore par un reel R > 0, independant de 
y € X° (dans un voisinage de 0). 

(a) Quel que soit j G {0, • • • , k}, la distance 6{y) de Vj^r / ^ ay ne tend pas vers lorsque 
y tend vers dans X^. 

Preuve. (i)- Notons que pour ciiaque y € X°, P G £\{y), par la condition (*). Soit 
y e X^. La preuve de la Proposition 2.6 (cf la Remarque qui la suit) montre que r'p{y) 
est realise des que : 

- pour r < r'p{y), les spheres S{y, r) sont transverses aux strates X^ , 

- en tout point x de B{y,r'p), Tx{X^ H (y + P^)) et la direction y — a; ne sont pas 
orthogonaux. 

Pour le premier point : on pcut choisir un reel R > independant de y tel que pour 
tout y G X°, S{y,r) et X^ sont transverses pour r < R. Ceci resultc de la condition (6). 
Le second point resulte de la condition (6) pour le couple {X^,TVp^{X^) nX^). 

(ii)- On choisit R comme dans (i) et on regarde les links L^j{y) des strates X^ en 
les points y de X^. D'apres (i), la distance de leur discriminant a y, notee 5{y) n'est pas 
nuUe. On veut montrer que S{y) est minoree par S > indcpcndamment de y. Autrement 
dit qu'il y existe un voisinage de dans P dans lequel n'entrent pas les discrimants de la 
famille de links {L^j {y))y£x°,je{o,---,k}- n'est pas le cas, on trouve une suite de points 
ixf)eeN avec xf G S{ye,R), ye G Xa telle que T^R[L^j{ye)] = T^RS(^y,,R) (IT^rX^ et 
P"*- sont non transverses et lim TTp{xf') = 0. Comme on I'a remarquc dans la preuve 

de la Proposition 2.6, pour Trp{xf) suffisamment proche de 0, Trp{xf) + P"*" et X^ 
sont transverses en xf (par I'hypothese (*) et la condition (a)) et de ce fait on obtient 
I'inclusion : T^rX^ D P-^ C T^RS{ye,R). En faisant ^ ^ oo, on en deduit un point 

x^ G 3(0, R) n X"^, pour certaine strate et par la condition (a) au point x^ pour le 
couple (X'",XJ), I'inclusion T^rX^ n P^ C T^RS{yi>,R) donne par passage a la limite : 
T^rX™ n P-L C T^r5(0, R), ce qui contredit S{0) ^ 0. □ 

Proposition 4.4. — Soit X un ensemble sous-analytique ferme de M", contenant 
I'origine, muni d'une stratification {b*)-reguliere (X^)j£{o,- -,fc} 6* soit X° la strate con- 
tenant 0. Soit TTp : R" P E G{i, n) une projection telle qu'cxiste un voisinage ouvert lA 
de I'origine pour lequel quel que soit la strate X^ adherente a X^ : 

UnVxi{P)r\{-Kp\-Kp{X''))\X'') = % {*) 
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(i) La projection wp permet de definir les caracteristiques (y) (a, la fagon du Theoreme 
2. 7. (in)), quels que soient y G n U. 

(ii) II existe un ensemble sous-analytiquc £x dense dans G{i,n) tel que pour P € Cx 
existent un voisinage ouvert U' = U'{P) de dans M" et un reel TZ = TZ{P) > 0, tels 
que pour tout j € {0, ■ ■ ■ , k} : 

- U B{y,Tl)nVxj{P)n{np'{np{X''))\X'')=9, 

yew 

- pour tout y€X^f)U',n< TZyiP). 

En consequence chaque caracteristique xfiy) 2/ ^st donnee par xi''^p^{z) H X n 
B{y,lV)), pour z sufEsamment proche de y dans P. 

Pour tout P dans le sous-analytique Cx C G{i,n}, pour le reel IZ = TZ{P) donne en (ii) 
et avec les notations dc hi DeGnition 2.1 et du Theoreme 2.7, il existe un voisinage de 
dans X°, tel que pour tout y dans ce voisinage : 

k 

(Hi) L'ensemble |^ T^xinB^o ^st un representant du discriminant local Axy{P) de 

3=0 

X en y et chaque proBl polairc local fC^ {y) de X en y admet pour representant un 
domaine choisiparmi les ' (0), ■ • • , Kj^'^ (0) qui contiennent dans leur adherence. 

(iv) Chaque entier (y) associe au prohl polaire local JCf (y) s 'obtient commc xi^^p ^ (-z) n 
XDB^q ^j), pour z sufRsamment proche de y dans le domaine K^J^{0) qui represente 

Klfiy), et en particulier xf (?/) = Xm^ (0)- 

Preuve. (i)- La stratification (X-')jg{o,- -,fc} etant une stratification (6*)-reguliere, il 
s'agit aussi d'une stratification (6)-reguliere. D'apres les hypotheses, la projection np est 
dans I'ouvert £x — £x{y) dcfini dans la section 2 et attache a chaque point y de X° DU. 
On pent alors appliquer le Theoreme 2.7; TTp est bien une projection qui permet de definir 
les profils polaires locaux K.^ et les caracteristiques xf qui leur correspondent. 

(ii) - La stratification (X-')jg{o,- -,fe} ctant par hypothesc unc stratification (&*)- 
reguhere, en particulier l'ensemble des P E G{i,n) verifiant la condition (*) est un sous- 
analytique dense dans G{i,n) (cf la remarque qui suit la Proposition 4.1). Si de plus 
P est choisi de sorte que les couples (X°,7rp^(X°) n X^) soient (6)-reguliers, d'apres la 
Proposition 4.2. (i) Tcxistence dc U' et dc TZ est garantie. Or un tel choix donne encore 
un ensemble sous-analytique dense de G{i,n), puisque la stratification (X-')jg{o,---,fe} ^st 
(6*)-reguliere. 

(iii) - Pour tout y dans un voisinage dc dans X^, (S(0, TZ) rnTp^{y)r\T^xi ) \ {v} = 0: 
puisque P G Cx- La remarque qui precede la preuve de la Proposition 2.4 montre que 
cette condition sufRt pour que A^,(P) = (^x^nSj^.^) (-P)),^ = (^^^nSfo.K) (-P))^- 
remarque ensuite que Axy{P) est le bord de la reunion des profils polaires locaux lCf{y). 

(iv) - Soit 5 > un reel minorant la distance S{y) de I^^tc (y) ky (Proposition 4.2.(ii)), 
pour j G {0, ■ • • , fc} et pour tout y voisin de dans X". Soit y proche de dans X'^ (et 
||y II << min(5, TZ)) de sorte que les profils polaires locaux de y admettent pour representant 
certains des domaines K-^' (0), • • • , Kj^'^ (0) (d'apres le point (iii)) et soit 2; e P tel que 
\\y — z\\ « S. Alors d'une part, pour un certain i, xi^^p^i^) H B{y,TZ) f) X) = xi{y) 
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le profil polaire local /Cf (y) admet le domaine K^J^{0) pour representant, et d'autre part 
x{7rp\z)nB{y,Tl)nX)=x{7rp\z)nB{0,Tl)nX),pmsque \\y\\ « 5 et \\y - z\\ «6. 
Enfinx(7^pl(^)nS(0,7^)^X)=Xm,(0). □ 

On cn vicnt maintenant a rimplication (i) => (iv) du Theoreme 2.12 que Fon s'est 
proposee de demontrer. 

Corollaire 4.5. — Soit X un ensemble analytiquc complexc do C" muni d'une stra- 
tification analytique complexe {b)-reguliere (X-')j£|o, •••,*;}■ La suite des caracteristiques 
evanescentes {^i{Xy))ie{i,--,n} ^st constante lorsque y varie le long des strates de 

Preuve. Voyons X comme un sous-analytique de M^" et montrons la Constance des 
caracteristiques evanescentes le long de la strate X^ au voisinage de G X". Notons 
que la stratification (X-')jg{Q ... ^.j. du sous-analytique X est (6*)-reguliere, puisque (6)- 
reguliere et analytique complexe. Soit i G {!,■ ■ ■ ,n}. On remarque que Fensemble Cx de 
la Proposition 4.4. (ii) peut ctrc choisi dense dans G{i, n) aussi bien que dans G{i, n), avec 
les memes arguments. Dans ces conditions, soit P G Cx et /C^(0) I'unique profil polaire 
local de X en (puisque le complementaire de Ax„{P) est connexe). La Proposition 
4.4. (iv) montre que si y est dans un voisinage de dans X^, ^^{v) et {0) admettent 
un meme representant K^'^{{)) et que : ai(^o) = ^i{^y)- ' 

Remarque. L'implication utile dans la preuve du Corollaire 4.5 est (6) =^ (6*). 
Implication dont on rcpcte qu'on nc salt pas si elle vraie en sous-analytique reel. 

Pour X un sous-ensemble de R" et F = M'' x {O}""'*, on note V{X, Y) la deformation 
de X sur son cone normal a Y. II s'agit du sous-ensemble suivant de M" x M : 

V{X,Y) ^ adh{(y,f,M) e R'^ x R"-"^ x R*^ ; e X \ 

L'application u : T>{X,Y) — > M induite par la deuxieme projection est appelee 
deformation de X au cone normal a Y dans X. Cette application est compatible avec 
Taction de R\_ definie par (A, {y, i, u)) i — > (y, X£, X~^u) pour A dans R*_^. Sa fibre en e M 
est le cone normal a Y dans X, note CyX et stable par Faction induite de M!j_ decrite par 
(A, {y,i)) I — > (y, A^) pour A dans M^. Si F = {0}, CyX est le cone tangent a X en 0. La 
premiere projection de R" xR induit une application^ : CyX — > Y. Nous notons (CyX)y 
la fibre p^^(y). Une telle fibre est non vide si et seulement si y € adh{X\Y). L'application 
(y, £, u) I — > (y, u£, u) induit un isomorphismc de T>{X^ Y) \ w~^(0) sur adh(X \ F) x M^. 

Definition 4.6. On dit que X est normalement pseudo-plat le long de Y si la 
projection p : CyX — > Y est ouverte (cf [Hil]). 

La dimension des fibres de p, la pseudo-platitude normale, la condition (6) de Whitney 
et I'equimultiplicite de X le long de Y lorsque X et Y sont analytiques complexes sont 
lies par la proposition suivante : 

Proposition 4.7. — Soit X etY deux ensembles sous-analytiques de M", X etant 
de dimension d et Y lisse de dimension k. 

(i) Si Y est une strate d'une stratification de Whitney de adh{X), adh{X) est normale- 
ment pseudo-plat le long de Y , etsiy e Y, C^yj{Xri{y-\-Y-^)) = {CyX)y. Enparticu- 
lier le long de strates de Whitney : dim{{CyX)y) < d-k Ccf [Hil], [He-Me2], [Or-Tr];. 
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(a) Si X est normalement pseudo-plat le long de Y, quel que soit y GY, dim{{CYX)y) < 
d-k (cf ([mi], [He-Me2], [Or-Tr], [Co2], Lemme 2.4 jj. 

(Hi) Soit y £ Y. Notons s = dim{{CYX)y). 11 existe un ensemble sous-analytique Qy 
dense dans G{q,n), tel que pour tout P G Qy on ait I'existence d'un voisinageUy^p 
de y dans M" pour lequel : 

{adh{X nUy^p)\Y) r\TT-\Trp{Y)) =0 

si et seulement si s + k < q (cf [Co2], Lemme 2.3j. Lorsquc cxistc, on dit que X 
est equisecable Ic long dc Y cn y , cette condition equivaut a dim.{{CYX)y) < d — k 
(cf [He-Me2];. 

(iv) Si X et Y sont des ensembles analytiques complexes de C", la pseudo-platitude 
normale de X le long de Y, Pequimultiplicite de X le long de Y, I'equisecabilite de X 
le long de Y et la condition dim((CyX)y) = d—k pour tout y GY, sont equivalentes 
(cf [mi], [Sc], [He-Me2];. 

Dans [Co2], Proposition 2.6, il est montre : 

Proposition 4.8. — Soient K, etY deux ensembles sous- analytiques de M', JC etant 
de dimension i et Y lisse. Notons int{)C) I'interieur de K. et fr{)C) = adh{tC) \ int{lC) la 
frontiere dc IC. Si pour tout y € Y, dim((Cyfr(/C))j,) < i — 1 — dim(F), c'est-a-dire si 
fr{JC) est equisecable le long de Y , la fonction : Y ^ y ^ <di{ICy) est continue. 

Dans le theoremc qui suit on idcntific unc fois dc plus unc strata Y dc (X-'){o, •••.*;} 
et son projete sur un plan vectoriel. Ce theoreme montre que I'equisecabilite des 
discriminants generaux en toute dimension le long des strates d'une stratification (&*)- 
reguliere implique la continuite des invariants cr* et A^"'^ le long des strates. 

Theoreme 4.9. — Soit X un ensemble sous-analytique ferme de M" de dimension 

d, muni d'unc stratiRcation {b*)-r6gulicrc (X^)jg{o,- -,fe} dont Y soit une strate. Soient 
i e {dim(y) + 1, - ■ ■ ,d} et £x le sous-analytique dense de G(i, n) de la Proposition 4.4. (ii) 
(rclatifaY). 

(i) Si pour un ensemble sous-analytique dense X>' C £x de G{i,n), on a : 

P G dim {{CyAx^ {P))y) <i-l- dim(y), Vy G Y, 

alors la restriction aY de J 'invariant cri(Xy) est continue en tout point de Y. 

(ii) Si Ic sous-analytique dense existe pour tout i G {dim(K) + l, • • • , d}, les restrictions 
a Y des invariants ai{Xy), an{Xy) et Ai°%Xy), Ai°''{Xy) sont continues en 
tout point de Y. 

Preuve. D'apres le Theoreme 3.1, le point (i) entraine le point (ii). Montrons 
alors (i). Soient y £ Y et (yn)neN une suite de Y de limite y. Comme la famille 
{Xj')peslf,je{i,---,np} uniformement bornee, il sufBt de prouver que pour P general 
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dans Cx a lieu I'egalite 



}Too E x;(2/n)-e,(/c;(y„))= ^ xr(y)-e,(/c;(y)). 

Soit alors P G £^ n P*. D'aprcs la Proposition 4.4. (iii) et (iv), il existe un voisinage de 
y dans Y, tel que pour tout y„ dans ce voisinage, pour tout j € {1, • • • , np(y„)}, il existe 
£j e {l,---,np(y)} tel que XjiVn) = Xe^iv) et /Cf (?/„) = K[j'^{y). Avec la convention 
@i{Kp^{y),yn) = si ?/„ ^ adli(ii'J'''"(y)), on obtient pour n suffisamment grand : 

np(y„) rip(y) 

E xr(yn)-0^(^f(2/n))= E xr(y)-e,(<''-(y),y„). 

fe k 

Or puisque fr(Kj''''(y)) C [J 'DxinB(y,r){P) et que [J 'DxinB(y,r){P) est un representant 

du germe Ax^^(f) par la Proposition 4.5. (iii), Fhypothese assure que la majoration 
suivante a lieu : dim (Cy (fr(Kj'''^(?y)))y^J < ?' — 1 — dim(F), ce qui par la Proposition 
4.8 donne bien : lim ei(Kf (y), y„) = Qi{Kf''{y), y) = Qi{lCf\y)). □ 

Nous allons maintenant montrcr que I'hypothese du Theoreme 4.9. (ii) a lieu, c'cst-a- 
dire que les sous-analytiques denses • • • ,1?'^ existent bien, lorsque la stratifica- 

tion (X-' jjgio, ■■■,*:} est (■u;)-reguliere. 

On considere pour cela la situation suivante : X est un ensemble sous-analytique 
ferme de R" de dimension d, muni d'une stratification (ii;)-regulierc (^■')je{o,....fe} dont 
Y est une strate. On s'interesse aux proprietes locales de la stratification au voisinage 
d'un point de Y. Au voisinage de ce point, I'adherence de X\Y est X. Quitte a faire un 
changcmcnt dc coordonnees locales, on pcut supposcr que cc point est Poriginc ct que Y 
est un sous-espace vectoriel de R". Pour i de dim(y) + 1 a d, et un plan P de dimension 
i contenant Y, on considere la projection orthogonale de noyau P-^ sur P. On note N 
le sous-cspace vectoriel de dimension n — dim(y) normal a y et on identifie R" avec le 
produit y X N. 

A un morphisme sous-analytique lisse / : Z — > R defini sur un ensemble sous- 
analytique de dimension d dans R", on associe le fibre conormal relatif T^R", ensemble 
sous-analytique lisse dc dimension n du fibre cotangent T*R". Pour un morphisme sous- 
analytique / : Z — > R lisse sur un ouvert partout dense U de Z, le conormal relatif 
TyR" est, par definition, I'adherence de T^|^ dans T*R". Get ensemble est stable par les 
homothcties reelles du fibre vectoriel cotangent T*R". Lorsque / est constantc sur Z, on 
note T|R" au lieu de r^*R". Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguite, on abrege T^R" en 

Theoreme 4.10. — Soit X un ensemble sous-analytique ferme de R" de dimension 
d, muni d'une stratiGcation {w)-reguliere (-'^■')jg{o,...,fc} dont Y est une strate. Pour i de 
dim(y) + 1 a, d, les deux proprietes suivantes sont vraies : 

(i) II existe un ouvert sous-analytique partout dense C dans G{i — dim(y), N) tel que, 
pour P dans le plan P-^ ne rencontre le cone normal Cy{Px{P)) Qu'a I'origine. 
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(a) II existe un ouvert sous-analytique partout dense dans G{i — dim(F),N) et un 
ouvert sous-analytique partout dense dans G{n — i + N), tels que, pour P 

(contenant Y) dans ct W (orthogonal aY) dans X)"~'+^, Je plan W ne rencontre 
le cone normal Cy{Vx{P)) Qu'a I'origine. 

(Hi) II existe un ouvert sous-analytique partout dense JC dans la varictc dcs drapeaux 
F(l,i — dim(F),N) tel que pour (L C P) element de A\ L normal a Y dans P, le 
plan ■Kp^(L) ne rencontre le cone normal CyCPxiP)) Qu'a I'origine. 

Preuve. On considere la deformation u : ©(X, Y) — > M de X au cone normal a Y, 

naturellemcnt plongcc dans le produit TyR" x R. Le conormal relatif dc ccttc deformation 
s'identifie a la deformation I?(TJM", T^M") de TJR" au cone normal a T^M", elle-meme 
sous espace du produit T*(TyR") x R. Nous noterons 3i (resp. T) I'espace total de la 
deformation de X au cone normal a Y, (resp. de la deformation de TJM" au cone normal 
a TyR") et sa fibre spccialc Xo (resp. Iq). La fibre % est un sous-ensemble dc r*(TyIR"). 
On designe par tt la projection naturelle du fibre normal T^R" sur Y. EUe induit une 
projection pr de T*{TyM."') sur le fibre cotangent relatif T*n. D'autre part, I'isomorphisme 
hamiltonicn identifie le cone normal a T^M" dans T*R" au fibre cotangent T*(T^R"). Si 
on designe par tt' la projection naturelle du fibre conormal T^R" sur Y, elle induit a son 
tour une projection pr' de T*(TyM") sur T*^'. On remarque que pr' s'identifie a pr et 
T*7r' a T*TT via I'isomorphisme hamiltonien. 

L'enonce qui suit a ete prouve, lorsque Y est un point par Kashiwara dans [Ka2] dans 
le cadre analytique complexe. 

Lemme 4.11. — L'ensemble pr(2o) est un sous-ensemble relativement isotrope et 
homogene du cotangent relatif T* it. 

Preuve du lemme 4.11. Le resultat se demontre localement en un point lisse de la 
fibre lb de T dont la projection dans TyR" (resp. T^R") n'est pas dans la section nulle 
de TyR" (resp. TyR"). Grace au lemme d'aile ([Dr-Mi], [Lo]) on se ramene au cas ou % 
est de codimension 1 dans T. Dans ce cas, I'aile est une parametrisation locale de T, 
if -.Iq X (0,a) — > T telle que que ^p{s,t) = {ip{s,0), p{s,t)). 

On choisit dcs coordonnccs locales (y, x) dans R" dc telle sorte que Y est dcfini 
par I'ideal (x). On note (r?,^) les coordonnees correspondantes sur les fibres du fibre 
cotangent T*R". Sur T*(TyR"') on en deduit des coordonnees (y, £, v, ^) qui s'etendent en 
des coordonnees (?/,^, z/, ^, m) sur le produit T*(TyR") x R. L'application : 

{y,£,u) I — > {y,u£,u) 

induit un isomorphisme de X \ Xq sur X x R^. Elle se releve en une application : 

(y, V, ? , w) I — > {y, ul, uu, ^, u) 

qui induit un isomorphisme de T \ lb sur TJR" x R^j.. Par definition de T^R", la forme 
differentielle rjdy + ^dx est nulle en restriction a la partie lisse de TJR". On en deduit 
I'egalite suivante, vraie en restriction aux points lisses de 1\% : 

ii^ii ¥\\ m ¥\\ ^ m\ ¥\\ u ■ 
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La condition (w) se traduit par le fait que la quantite 



iieii ii^ii 

est localement bornee. La condition (6'), consequence de {w), se traduit par le fait que la 
quantite : 

IICIIM 

• £) du 

tend vers avec t. La forme differentielle i,^.. .. — s'etend done en une forme sur T au 

voisinage des points considcrcs. On en conclut que la forme differentielle " d£ induit 

114 II IKII 

une forme differentielle relative au dessus dc Y, nuUc sur la partic lissc dc pr(1o). HH 

Fin de la preuve du Theoreme 4.10. Considerons le fibre cotangent relatif 
T*n et sa projection canonique p sur TyMJ^. L'isomorphisme hamiltonien identifie T*7r au 
fibre cotangent relatif T*7r' de la projection tt' : T^R" — > Y. On a done egalement une 
projection canonique p' de T*7r sur TyM". Un plan P de dimension i contenant Y etant 
donne dans M", il induit, grace a la structure euclidienne de M", un sous- fibre de rang 
i — dim(y) de TyR", note encore P. D'autre part, I'orthogonal P^ induit un sous-fibre 
de rang n — i dc TyR", note encore P^. Considerons le produit fibre P^ xy P- Le 
Lemme 4.11 a les consequences suivantes : il existe un ouvert I?* partout dense dans la 
grassmannienne G{i — dim(y),N) tel que pour V de dimension i contenant Y, 

- L'intersection de P-*- Xy P avec tout sous-ensemble relativement isotrope de T*n, en 
particulier avec prCIb) est reduite a la section nulle de T*tt. 

- La projection p{p'~^{P) n pr(To)) est le cone normal a la polaire Vx{P)- 

Nous venons de montrer la premiere assertion du theoreme. Pour terminer la preuve, il 
suffit de verifier que les trois assertions sont en fait cquivalentes. On considcre un cspace 
vectoriel E de dimension k et la variete des drapeaux £ C H formes d'une droite £ et d'un 
hyperplan H de E. On la note .F. Elle est contenue dans le produit P x du projectif 
des droites par le projectif des hyperplans de E. Si on se donne un drapeau : 

D : {0} = C C . . . C Ffe-i C 14 = E, 

les cycles cri(D) : £ C Vi C H pour i de 1 k k — 1 engendrent la cohomologie de en 
codimension k — 1. II en est de meme des cycles : 

ft(D) :£C ^i+i, ViCH. 

pour i dc 1 a fc — 1, puisque dans la cohomologie de on a : <?i(D) = cri(D) -|- ai+i(D) 
pour i de 1 k k — 1. 

Donnons-nous un autre drapeau D' : Wi C . . . C Wk = E de sous-espaces vectoriels 
de E. La variete de drapeaux T est une sous-varictc dc codimension 1 dans le produit 
P X oil la cohomologie en codimension fc — 1 est engendree par les cycles 

ft(D,D'):^C Wi+i, ViCH. 
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pour i de a fc — 1. Pour un sous-ensemble S de les quatre proprietes suivantes sont 
done equivalentes : 

1 - S est de dimension strictement inferieure a fc — 1. 

2- 11 existe un ouvert partout dense de drapeaux tel que pour tout drapeau D de cet 
ouvert et i de 1 a — 1, I'intersection de S avec les (7i(D) est vide. 

3- 11 existe un ouvert partout dense des couples de drapeaux tel que pour tout couple de 
drapeaux (D, D') de cet ouvert et i de a A; — 1, I'intersection de S avec les q(D, D') 
est vide. 

4- 11 existe un ouvert partout dense de drapeaux tel que pour tout drapeau D de cet 
ouvert et i de 1 a A; — 1, I'intersection de S avec les ft(D) est vide. d 

Remarque. On note que la condition 4.10.(i) est equivalente a la condition (6*) le 
long de y et a la suivante : 

4. 10. (it;) : 11 existe un ouvert sous-analytiquc partout dense dans G{i — dim(F), N) 
tel que, pour P dans G\ P verifie la condition (*) introduite au debut de la 
section 4. 

D'autre part tout sous-ensemble isotrope de P x etant de dimension strictement 

inferieure a fc — 1, la conclusion du Lemme 4.11 impliquc chacunc des conditions 
equivalentes 4.10.(i) a 4.10.(iv). Nous ne savons pas si la reciproque est vraie. 

Appendice. Polyedres et valuations spheriques - Calcul des coefficients m^. 

Nous traitons ici le cas ou I'ensemble Xq (note V) est un cone polyedral de R" de 
sommet I'origine, de dimension maximale et nous expliquons comment le Theoreme 3.1 
se rattache dans ce contexte a des questions de geometrie convexe spheriquc. Le cas 
conique polyedral permet en outre un calcul aise des coefficients de la matrice M du 
Theoreme 3.1. 

Par polyedre de M" nous entendons une partie de M" qui est une intersection finie 
de demi-espaces fermes. Un polyedre de M" est ainsi une partie convexe de M". Un cone 
polyedral dc R" de sommet I'origine est un polyedre de M" obtcnu commc intersection 
de demi-espaces fermes contenant tous dans leur bord I'origine. Par polytope de R" nous 
entendons un polyedre compact de R", c'est-a-dire I'enveloppe convexe d'un nombre fini 
de points de R". Enfin un polytope spherique (de S"~^) est I'intersection d'un cone 
polyedral (de R") de sommet I'origine et de la sphere S"~^. Nous noterons /C" I'ensemble 
des convexes compacts de R" et 1CS"~^ I'ensemble des convexes compacts de S"*"^. 

Nous introduisons maintenant brievement la notion de valuations sur les convexes. 
Pour plus de details on pourra se reporter a [Sc3,4] ou [McMu-Sc]. 

Une application v : /C" R (rcsp. v : !CS"~^ R) est unc valuation reelle 
(resp. une valuation spherique reelle) si t;(0) = et si quels que soient K,L & /C" (resp. 
K,L€ X;^"-!) tels queKuLGK."- (resp. KuLe /C5"-i), on a : 

v{K U L) = viK) U v{L) - v{K D L). 

On dit qu'une valuation v sur /C" (resp. K,S'^~^) est continue si elle est continue pour 
la metrique de Hausdorff sur /C" (resp. sur )CS'^~^). On dit qu'une valuation v sur /C" 
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(resp. ICS"~^) est simple si la restriction de v aux convexes de dimension non maximale 
est nulle. Soit Xso" le groupe des isometries de M". Ce groupe agit sur /C", de meme que 
Ic groupe O" dos isometries do la sphere agit sin K.S'^~^ . On dit qu'une valuation v sur 
/C" (resp. KS"'~^) est invariante (sous I'action del so", resp. sous Paction de O" ) si quel 
que soient K e IC"- (resp. K e /C5"-i), g G Tso" (resp. g e O"), on a : v{g.K) = v{K). 

Soient i, j S {0, • • • ,n}. Si C est un cone convexe sous-analytique de R" de sommet 
I'origine, par i-homogeneite de Aj et par convexite, on a : 

Af ^(Co) = - • Ki{C n i?("o,i)) = - • ln-iA{P e G{n -i,n); PnCn B^^^^^) ^ 0}) et 

<^j{Co)= [ e,((7rp(C))o) djj,n{P). 

Notons Af°'^ et aj les valuations spheriques sur ICS"~^, auxquelles donnent lieu Af"'^ et 
aj : _ 

yKGlCS"-\ Ai{K) = Ai"%Ko) et a,(Jr) = a,(^o), 

ou K est le cone dans R" sur de sommet I'origine. Ces valuations sont continues et 
invariantes sous Taction de O". 

En tant qu'objet d'etude systematique I'introduction des valuations vues comme 
invariants de dccoupage, remontc au troisicmc problcmc dc Hilbcrt (voir [Bo], [Sah]). 
Cette etude culmine dans la caracterisation, due a Hadwiger ([Had], [Kl]) des valuations 
invariantes et continues : 

Theoreme ([Had], [Kl]) . — Si v est une valuation sur /C" continue et invariante 

n 

sous Faction de I so", il existe des constantes reelles ao, - ■ ■ ,an telles que : v = at-Ai. 

Une fagon equivalente d'enoncer le theoreme d'Hadwiger est la suivante : 

Si V est une valuation simple sur /C", continue et invariante sous Paction de Iso", il 
existe une constante reelle a telle que : v = a - An = a ■ H". 

Un probleme apparemment delicat, consiste a savoir si le theoreme d'Hadwiger admet un 

equivalent sphcrique : 

Question ([Gr-Sc] Probleme 74, [Sc-McMu] Probleme 14.3) . — Si v est une 
valuation simple sur KS'^~^ , continue et invariante sous Paction de O", est-il vrai que v 
est proportionnelle au volume de S"^"/) ? 

Une reponse positive a cette question aurait pour corollaire immediat le Theoreme 
3.1 et inversement la prcuvc du Theoreme 3.1 est une reponse positive a la question de 
la validite de la version spherique du theoreme de Hadwiger, dans le cas particulier des 
valuations ct* et A*. Notons que Ton dispose d'une reponse positive a cette question, 
dans Ic cas ori n < 3 (cf [McMu-Sc] Theoreme 14.4) et dans Ic cas oii la valuation est dc 
signe constant. Dans ce dernier cas la continuite de la valuation n'est pas requise et la 
valuation est definie a priori sur les polytopes convexes et non pas necessairement sur tous 
les convexes de 5""^ : 
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Theoreme A.l. ([Scl] Theoreme 6.2, [Sc2]) — Soit v une valuation simple deiinie 
sur les polytopes de S""^, invariante sous I'action de O" et a valeurs dans IR+. II existe 
alors c S R+ tel que v = c - H^^n-i. 

Venons-en maintenant au calcul des coefBcients de la matrice M du Theoreme 3.1. 

Si V est un polyedre de M" de dimension n, on dit qu'un hyperplan qui le borde est 
une faccttc dc V. Le vecteur normal a une facette F de y est Ic vecteur unitaire orthogonal 
a F situc dans Ic dcmi-cspacc dcfini par F qui ne contient pas V. Pour i G {0, • • • , n — 1}, 
une i-face de V est I'intersection de n — i facettes distinctes de V et de V. On note 
J^i{V) I'ensemble des i-faces de V. Par convention J^n{V) = {V}- Si V est un polytope 
spherique, pour i £ {0, • • • , n — 1}, une i-face de V est definie comme etant I'intersection 
de 5""^ et d'une {i + l)-face de V. A tout point x £V on pent associer F^, I'unique face 
de V de dimension minimale contenant x. Si x € dV (le bord de V), on definit C{x,V), 
le cone conormal k V en x, de la fagon suivante : C{x, V) est le cone positif de Ta^R" 
engendre par les vecteurs normaux aux facettes de V contenant x. On convient que : 
C{x, V) = {0}, lorsque xeV\dV. 

Remarque. Si V est un polyedre de M", x € V, ct si F^ est dc dimension 
i G {0, • • • , n — 1}, C(x, V) est un cone de dimension n — i. Dc plus quel que soit y & Fx, 
C{x, V) = C{y, V). On definit done le cone conormal de V le long d'une face F deV par : 
C{F, V) = C{x, V), ou X est quelconque dans i^. On a : C{V, V) = {0}. 

Si V est un polyedre dcgcnere de R", c'est-a-dire si le sous-cspacc vcctoricl [V] de 
M" engendre par V est de dimension < n, on note C[v] {x, V) le cone conormal de V 
en x dans [V], au sens de la definition qui precede, puisque V est de codimension nulle 
dans [V]. Avec cette notation, le cone conormal de V en a; dans R.", note C]^n{x,V) est 
defini par C[v]ix, V) x [V]-^. Le cone conormal est ainsi rclatif a I'espacc dans lequcl il est 
obtenu, mais nous donnons une definition intrinseque attachee au cone conormal : Tangle 
exterieur. 

Definition A.2. Soit V un polyedre R" et F G J^^iV). On definit j{F, V), Vangle 
exterieur deV en F par : 

^{F, V) = J—{n"-\C{F, V) n Bfo,!))) = On-i{C{F, V)o). 

Oiyi — i 

Par convention 7(F, V) = \ (cc qui, compte tenu de C(Vi 1^) = {0}, signifie que Ton opte 
pour la convention Oo({0}) = 1). 

Remarque. Comme la dcnsitc d'un produit est le produit des densites des facteurs 
(dans les dimensions adequates), lorsque V est un polyedre degenere de M", I'egalite 
Cw^{x, y) = C[y](a;, y) X [y]-"- montre que Tangle exterieur de V en Tune de ses faces ne 
depend pas de Tespace ambiant dans lequel on le calcule. 

La formule cinematique principale donne Texpression de A, a Taide des angles 
exterieurs attaches aux i-faces : 

Theoreme (formule cinematique principale) [Sc3] 4.5.2, [Sc4] 7.2]) . — Soit 
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V un polytope de M^, pour tout ^ € {0, • • • , n}, on a : 

n 

HV)= Y,i{F,V)-H\F). 

Le Theoreme d'Hadwiger implique alors que toute valuation v sur /C", continue et 
invariante sous Faction de Xso" verifie : 

n 

3Qi,---,a„ gR, Vy polytope deM", v = ^ai ^ -i{F,V) -reiF) (*) 

i=0 FeJ^i 

Bien que nous ne sachions pas si I'equivalent spherique du Theoreme d'Hadwiger est 
vrai, nous allons montrer, pour prouver le Theoreme 3.1 sur Ics cones polycdraux, que 
les valuations Aj et dj sur les polytopes de S^~^ sont des combinaisons lineaires des 
equivalents spheriques des 7(F, V) ■ W{F). 

Soit V un polytope de 5'"""'^ et V le cone polyedral dc sommct I'originc dc R" qui lui 
est associe. Si F est une A:-face de V, on note F la (fc + l)-face de V qui lui est associee. 
Nous allons prouver qu'existent des constantes oq, • • • , a„_i, 60, • • • 1 bn-i independantes de 

V telles que : 

n— 1 n— 1 

fe=o FeJ^k{v) fc=o Fej'kiv) 

En prouvant (**) nous allons ainsi prouver I'equivalent spherique de (*) pour les valu- 
ations spheriques particulieres que sont et dj, i,j E {0, • ■ • c'est-a-dire repondre 
positivement au Probleme 15.5 de [McMu-Sc] pour les valuations Aj. Remarquons que 
dans les egalites (**), = n''{S'') ■ Ok+iiFo). 

Lemme A. 3. — Soit V un cone polyedral de M" de sommet I'origine. On a : 

n 

^ ^ ^{F,V)-@u{Fo) = l 

k=0 FdJ'kiV) 



Preuve. Soit F e IFkiy), le cone F + C{F,V) est de dimension n et sa densite 
en I'origine est e„((i^ + C{F,V)o)) = @k{Fo) ■ @n-k{{C{F,V))o) = efc(Fo) • i{F,V). 

n 

Or comme V est convexe, IJ [j F + C{F, V) = M" et comme lorsque F ^ G, 

k=nFerk(v) 

[F + C{F, V)) n (G + C(G, V)) est un cone de dimension < n, on en deduit que : 

0n((U U F + C{F,V))o)=f2 E MiF + C{F,V))o)=l. □ 
k=OFej^k{v) fe=o Fey^k{v) 

Theoreme A. 4. — Soit j G {0, • • • , n} et soit V un cone polyedral de M" de 
sommet I'origine. On a alors : 

n 

^.(^o) = E E l{F,V)-ek{Fo). 

k=j FeJ^kiV) 
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Preuve. Par definition fTj(Vo) = / 0j((7rp(V))o) d7j,„(P). Par le 

JpeG{j,n) 

Lemme A.3 on obtient : 




Soit P e G{j, n) generique et k £ {0, • • • , j — 1}. Pour toute fc-face F de V, 'Kp{F) est une 
fc-face de 7rp(y) si et seulement si P fl C{F, V) ^ {0} et dans ce cas : 

C{j:p{F),np{V)) = PnC{F,V). 



Reciproquement a toute A;-face G de iTpiy) on peut associer une unique fc-face de 
telle que 'Kp{F) = G. On peut done ecrire : 




Soit alors [F] I'cspacc vcctoricl cngcndrc par F. On dcfinit une application v sur les 
polytope spheriques de [F\ de la fagon suivante. Pour tout polytope spherique W de [F] : 

v{w) = [ e,_fc((C(F,y) nP)o) ■ efe((7rp(w^))o) d^oAP)- 

JPeG(j,n) 

L'application v est une valuation simple sur les polytopes spheriques do [F], invariante 
sous Taction des rotations de [F]. Comme de plus v est positive, par le Theoreme A.l, v 
est proportionnelle au volume H''~^ sur la sphere unite de [F]. II existe c € M+, tel que 
pour tout polytope spherique W de [F], v(W) = c ■ Ti.''~^(W). En egalant a la sphere 
unite de [F], on obtient, puisqu'alors Ofe((7rp(W))o) = 1 : 

/ e,_,((C(F, V) n p)o) d7.>(P) = c ■ n'-'is'-l^). 

JpeG{j,n) 

On en deduit que : 

v{F) = ■ I &,.,{{C{F,V)nP)o) djUP) 

= BkiF) ■ [ e,_fc((C(i^, V) n P)o) djj,n{P)- 

JPeG{j,n) 

Maintenant l'application u definie sur les polytopes spheriques W de [F]-^ par : 

u{W) = [ Qj-k{iw n P)o) d7j,„(P) 

JPeG{j,n) 

est une valuation simple, positive, invariante sous Taction des rotations de [F]^. A 
nouveau, par le Theoreme A.l, u est proportionnelle au volume sur la sphere unite de 
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[F]-^ (on peut aussi invoquer la formule de Cauchy-Crofton spherique cf [Fe2] 3.2.48), ce 
qui donne : 

v{F)=ek{F)-Qj_k{{C{F,V))o). 
On a ainsi prouve I'egalite : 

a,(K,) = i-E E e,_,((c(i^,y))o)-e,(i^o) = i-E E i{F,v)-ek{Fo). 

k=0 FeTkiV) fe=0 FeJ^kiV) 

Le Theoreme AA resulte de cette egalite et du Lemme A.3. D 

Nous exprimons maintenant a leur tour les invariants A^°^, dans le cas polyedral, 
comma combinaisons lineaires des produits des densites des fc-faces par leur angle exterieur. 

Theoreme A. 5. — Queis que soient i G {0, • • • , n} et le cone polyedral V de R" 
de sommet Vorigine : 

n 

AfW=E E ^iF,V)-e,{Fo), 

ou quel que soit /c G {i, • • • , n}, = C^. 

Preuve. On a deja remarque que Al°%Vo) = — ■Ai(yn-B("oi)). Calculous le volume 
du voisinage tubulaire de rayon r autour de F H BJq afin d'obtenir A|°'^(Vo) : 

n 

n^{Tr{V n S^o,i))) = E • ^'"(^o) • an-i • r"-\ (1) 

Rappelons que C(x, y) designe le cone conormal de ^ en x. Si a; € fl et F{= F^) 

est la face de V contenant x, nous definissons le cone conormal de F n BJ\^ en x par 
M+ • a; + C(F, y) et nous le notons aussi C{x, V). Avec cette notation : 

Tr{V n B^^o^i)) = U ^ + [^(^' ^) ^ -^ro,^)] • 
Soit F e foiV) U • • • U x e -Fn ct y e C(F, V) n , on note (pour r < 1) : 
= [0, 1] • X + (^([0, 1] • 2/ + [0, 1] • x) n B^'o.r))) • 

On a alors : 

TriVnB^o,i))= II II -^x,,. (2) 

Fe.Fo(v)u-u:r„(y) (x,y)e(Fnsp„_,))x(C(F,y)nS("^,^,) 

Si F est une face de V de dimension k, le theoreme de changement de variables donne 
I'existence d'une constante Cfc,„(r) independante de F, telle que : 

W"( II A,,y)=Ck,n{r)-liF,V)-ek{Fo). (3) 

(x,j/)e(FnS("^,^))x(C(F,y)nspg_,,) 
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Si F = R*^ X {0}"-^ comme H"( ]J = H"(r^(S(*o,i)))' 

(x,!/)e(Fns^„^^))x(C(F,v)nsp„_,,) 

on deduit de (3) que : 

n k 

c,(r) = H"(r,(i3fo,i))) = ^ A,(i?fo,i)) . a„_, • r""^' = ^ A,(i3fo,i)) • a„_,- • r""^'. 

Or les Aj ne dependent pas de la dimension de I'espace euclidien dans lequel on les calcule, 
en voyant B^o^i) dans M au lieu de R", on obtient : 

fe 

afe ■ (1 + r)'= = W'=(B(o,.+i)) = W'=(T,(Bfo,i))) = ^ A,(Bfo,i)) ■ a^-j ■ r^-^ . 

3=0 

Cette derniere egalite donne, pour tout j £ {0, • • • , fc} : 



et done 



Olk- 



Les egalites (1), (2), (3) et (4) donnent enfin : 



fe=0 ^j=0 ^ FSJTfc 



n / n 



= E(E;r^^^ E 7(^^,V^) •e.(Fo) a,, r'^-^ 



c'est-a-dire : 



„ \ , . Oik—i ' Oil, JP-. ~- 
=0 ^ fc=i F^J^k 



(4) 



Des Theoremes AA et A. 5 on deduit immediatement les valeurs des coefficients 
du Thcorcme 3.1 : 

Calcul des coefficients ml du Theoreme 3.1. Soit V un cone polyedral de R" 
de sommet I'origine et soit fee {0, • • • , n}. Le Theoreme A.4 donne : 

E liF, V) ■ Qk{Fo) = ak{Vo) - (Tk+i{Vo), si kj^n 

et E V) ■ Qn{Fo) = an{V) = Qn{Vo). 
Par le Theoreme A. 5, on en deduit : 



VA^(^)/ 



ml 
V 



, . . m 



1 ™n \ 



m"/ 



avec : 

m\ = a\ = 1, = -ar^ 



-q_i, s\ i+l<j <n. □ 
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